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2t nói đâu 


Đây là cuốn sách bài tập dùng cho học sinh học theo chương: 
: trình: Toán nâng cao lớp 11. 


Các bài tập trong sách được sắp xếp. "theo các chương, n mục 
sí của sách giáo khoa (GGK) Hình học 111 nâng Cao: 


- Phân. lớn các bài tập trong sách nhằm củng cố kiến thức và 


rên luyện kĩ năng giải toán cho học sinh theo mục tiêu của ' 
chương trình và SGK Hình học: 11 nâng cao ; những bài tập 
này tương tự như các bài tập trong SGK. ư vậy, học sinh 
.: làm được các bài tập đó sẽ có định hướng để: -giải các bài tập. 
trong SGK- Ngoài rạ, còn có một: số: bài tập dành cho học 

sinh khá, giỏi. : : : 

_ Cuối ,mỗi chương có các bài tập trắc đến ` Mỗi bài. 
có bốn phương án trả lời trong đó chỉ có một phương 

_ ấn đúng. Nhiệm vụ của học sinh là tìm fa phương án đúng đó. : 

_ Các tác giả chân thành cảm ơn nhóm biên tập của ban Toán - Tìn, ˆ 
Cộng tụ Cổ phần Dịch vụ xuất bản Giáo dục Hà Nội - Nhà 

' xuất bản Giáo dục Việt Nam đã giúp đỡ rất L nhiều để hoàn l 

tiện; cuốn sách niềU. Ƒ 


Các tác giả 


FT TIỂ PHÉP DÙI HÌNH VÀ PHÉP ĐỒNG DẠNG. 


Ạ - RIẾN THỨC CƠ BẢN VÀ phê m 


§1, tui Mở đổu về phép biến hình. Phép định tiến. 
.vũ PẾP đời hình 


sÏễ “ CÁC KIẾN THỨC cơ BẢN - 


1. Phếp biến hình là một quy tắc để với mỗi ' điểm M trên mặt phẳng có thể VY 


.xác định được một điểm duy nhất M “ thuộc: mặt phẳng. 


nộ Pháp tịnh tiến theo Vecrơ 3 là pháp biến “hình biến điểm J thành điển 
_M Sao cho MM' = ï. F 
3. Tính chất cơ bẩn của 3:phẩn tình tiến : hờ ÿ tịnh tiến Không lầm ñp đổi 
khoảng cách giữa hai điểm bất kì: : 
4. Pháp dời hình là phép biển. hình không làm. thờ 2 Xég khoảng cách. giữa 
hái điểm bất kì: Phép tịnh tiến là một phép đời hình. 


S. Phép đời hình có các tính chất : Biến ba điểm thẳng hàng, thành ba a điển 
thẳng. hàng và không làm thay đổi thứ tự ba điểm đó, biến đường. thẳng - 

` 'thành đường thẳng, biến đoạn. thẳng thành đoạn thẳng bằng nó, biến tia 
'thành tia, biến tam giác thành tam giắc bằng nó, biến sốc thành sóc bằng nó, 
biến đường tròn thành: đường tròn có cùng bán kính. : 


6. Cho hai pháp đời hình F' và, giả.sử:M:!lă điểm bất kì, pháp biến hình F 
biến điểm M.thành điểm M' và pháp biển hình G biến điểm M' thành điển M"", 
Khi đó phép biến hình biến điểm tả thành điểm M" ẩược soi là hợp thành. 
của No Kố, š và pháp ớ. Ặ : 


II - ĐỀ BÀI 


1. Chứng Minh rằng: phép tnh tiến biến đường thẳng thành “đường thẳng : song: 
song hoặc trùng với đường thắng đó.. 


Cho bốn đường thẳng ¿ ab,a,b` trong đó a cắt by a HÀ #. .và b Jj đi Tìm 
phép tịnh tiến biến 4 thành, đ'và biến b thành: p.. : 


.Chö đường tròn (Ø) với đường kính 4B cố định, một đường kính MN thay - 
. đổi. Các đường thẳng AM và AN cất tiếp tuyến tại B lần lượt tại P và 9. 


` Tìm quỹ tích trực tâm các tam giác MPO xà NPQ.T 


_ Cho hai đường tròn không đồng tâm (Ó ; R) và (Ó ; RỤ) và một Xuiế Ú 


-_ trên (Ó ; R). XÁC. định điểm „ trên 40: R) và điểm N trên '(Óï; ;Êj) sao 


12. 


cho MN = ÓA. 


.Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường trồn (Ó; Rị,g trong đó AD = R. Dựng các 


hình bình hành 2ABM và ĐACN. Chứng mình rằng tâm đường tròn ngoại 
tiếp tam giác DWM nằm trên (Ø;R). - 


Cho hai phép tỉnh tiến 7 và 7' theo hai vectơ # và. v. Với điều kiện nào 


của ¡ và ở 'thì hợp thành của 7 và Tlà phép đồng nhất: 
Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho phép tỉnh tiến 7 theo vectơ- 3Œ; _ 2). 


a) Viết phương trình ảnh của mỗi đường thắng sau. đây qua phép tịnh 
tiến T1. . ° 

) Đường thẳng z có phương trình 3x — 5y + 1=0; 

1) Đường thẳng b có phương trình 2x+y+ 100 = Đ 


.b) Viết. phương. trình. ảnh của đường tròn #2 + =Artyc = 0. qua vỉ 
phép tịnh tiến 7. 
.Trong mặt phẳng toa. độ Oy cho hai dư Nế' thẳng 4 và đ' lần lượt có : 


phương trình Ax+ By +C= 0: và Ax+ By+C' =0. Tìm những vettơ 
1(2;b) sao cho phép tịnh: tiến 7 4heo. vẹctơ đồ biến bì thành đ. 


_ Cho ba điểm không thẳng hàng A,, C. Chứng tô rằng phép đời hình biến 
: mỗi điểm A, B, C thành chính nó phải là phép đồng nhất. : 


. Chứng tổ rằng hợp. thành của hai hay nhiều phép: đời hình là một phép đời tình. 


. Chứng: minh rằng phép đời hình biến hai đường thẳng Song. song thành hai 
_ đường thẳng song song mà khoảng cách giữa hai đường thẳng song song 
_đã cho bằng khoảng cách giữa các ảnh của chúng. 


,Cho hai tam giác bằng nhan ABC và ABC" B= AB, BC =BC. AC = AC). 5 


CHứng minh rằng có không quá một phép ó dời hình biến. tam giác ABC: 
thành tảm giác ABC. 


13. 


Giá sử "phê: -đời hình F biến điểm 7 đã cho thành chính nó và biến mỗi - 


_› điểm M khác thành điểm :1' không trùng với /. 


14. 
`.ø thành a và 7 là điểm duy nhất biến thành chính nó. Chứng minh rằng Ƒ. : 


15. 


16, 


- 1. 


: a) Tìm những đường tròn biến thành chính nó 'qua ghép đời hình Œ. 


b) Chứng tỏ rằng tiếu. đường thắng 4 không đ qua ƒ thì Ƒ biến _.) thành 
đường thẳng 2 không trùng với ø. Ề 


Cho đường thẳng ø tà một điểm nằm trên nó. Gọi Là là niềy đời hình biến 
biến điểm M bất kì thành điểm ‡' sao cho 7 là trung điểm MM:.‹ 


Chứng mỉnh rằng nếu phép đời Tình -Ƒ biến: mỗi đường thẳng đ thành 
đường thẳng ˆvuông góc với k thì c có một điểm bền: nhất,biến thành chính 


- nỒ qua phép Ƒ.. 


Có hay không một phép đời hình Fs sao -ehb mọi đường thẳng đều biến: 
thành đường thẳng Song song với nó TP ý : 
Trong mặt phẳng tOạ độ Ôxy cho phép. biến hình t biến mỗi ¡điểm Mœ; y) 
thành điểm Mã; y) sao: cho, . SN vã 

x`=ax+ by + P 

NI =(x+dy+q 


trong đó z2 + cá V9 ý đÊ  IŠ 4b + cả = 9. 


Chứng tỏ rằng Ƒ là phép dời hình. 


` LẺ 0Á đối xứng trục 


l° CÁC KIẾN THỨC cơ BẢN 


1. Pháp đối xứng qua đường thẳng alà ghép k biến "hình biến. mỗi điểm M 
thành điển M' đối xứng với M qua đường thẳng 4. l 


Pháp đối xứng qua đường thằng. a còn gọi là phép đối xứng trục. Tường 


. thẳng a gọi là trục của phép đối xứng... 


HÀ Pháp đối xứng trục là một pháp đời hình. 


3. Trục đối xứng của hình %4. là đường thẳng r mà phép đối xứng qua đường : 
thẳng đó biến hình .Z thành hình %4 v. 


J7 MNh nh ng 


18. 


-19, 


20. 


21. 


Cho hai điểm phân biệt 4, ÿ và: à phép đời hình F khác với phép đồng nhất 
Sao cho r@)= Ạ, F(B}= B: Chứng minh rằng - 

a)-Nếu điểm #⁄ nằm trên đường thẳng AB thìF (M) = FM; 

b) Z là phép đối xứng qua đường thẳng AB... ' 
Cho hai điểm A, B phân biệt: G EtrXSj phụ đời hình nào biến A thành A 


- và biến B.thành B.. 


Chứng ninh rằng :: 
3) Hợp thành. của hai phép đối xứng trục. có các trục đối › xứng Song XU đà: 


.. một phép tịnh Tiến. 
_-b) Mỗi phép tịnh tiến đều có thể xem là "hợp thành của hai ) đối xứng 


trục có trục đối xứng song song bằng nhiều cách: 
e) Hợp thành của một số chắn các phép đối xứng. trục cố trục đối xứng 
Song song: là một phép: tịnh tiến. ' : 


-đ) Hợp thành của một số lẻ các phép. đối xứng có trục đối xứng. SỌng song - 


là một phép đối xứng trục: 


. e) Cho phép đối: xứng trục Đẹ quả đường thẳng, đvà phép tĩnh tiến 7 theo 
_ Vvectơ Ÿ vuông góc: với 4. Chứng tỏ Tầng. hợp thành của ĐÐ„ và T là phép đối 
- xứng trục, hợp thành củá Tvà Đỳ cũng là phép đối xứng trục... 

_Cho hai đoạn thẳng bằng nhau AB = A'P': Chứng minh rằng có thể tìm 


được một phép đối xứng trục hoặc hợp thành của hai phép đối xứng trục 


. để biến A thành A', biến B thành Ð'. 


22. 


23. 


Cho hai tam giác bằng nhaư ABC và A'BC' AB= AB, BC = BC, AC = AC). 


“Chứng mính rằng chỉ cần tối đá ba phép đối xứng trục để nu thành của: 


chúng biến tam giác ABC thành tam giác ABC. 


Trong mặt phẳng toa độ Óy, cho đường thẳng, #v và đường tròn, ® lân. 


lượt cổ phương trình 
đ : Ax+By+C= 0; 


(@: x?+y? '+ 24% + 2By +c = Ú, 
a) Viết phương trình ảnh của đường thẳng. Lị qua phép đối xứng trục có trục. 
đối xứng là Óz. 


b) Viết phương trình ảnh của Qượng tròn. @ qua ¡ phặp đối Xứng trục cố 
trục đối xứng là . 


24. 


25. 


26. 


c) Viết Thờ trình ảnh của đường tròn 25 qua phép đối xứng trục có 


- trục là đường thẳng ðx - ay = 0. 
-Gọi m là đường phân giác ngoài tại A của-tam- giác ABC. me minh rằng 


với mọ‡ điểm M trên í, chu vi của tam, Siác MBC không bờ) hơn chu Mì 
tâm giác ADC. _ : : 

Cho elip (E) với hai tiêu điểm Fị ¡ và Tạ, 2 -Gói M là một điểm nằm trên (F) 
nhưng khổng nằm trên đường thẳng Tự; và ?m là phân giác ngoài tại đỉnh 
M của tam giác MFF¿. Chứng mình rằng m chỉ cắt (E) tại điểm M duy 
nhất (đường thẳng như thế được gọi là tiếp tuyến của (E) tại điểm M). 
Cho hypebôl (#?) với bai tiêu điểm Z ¡ và-Ƒ›. Gọi 3 là một điểm nằm trên ˆ 
(H) nhưng không nằm trên đường thẳng Tự; và m là phân g giác 'trong tại 


“đỉnh 3 của tam giác MEFF;. Chứng minh rằng chỉ cắt Œ) tại điểm 
. đuy nhất. (Đường thẳng. + như thế được gọi là tiếp tuyến của (H) tại điểm M). 
27. 


Cho parabol (P) có tiêu điểm F và đường chuẩn đ, Với điểm 1M trên (P) ta 


Kẻ MH 1L d(ŒH e đ):và gọi milà phân giác của góc FMH. Chứng minh rằng. - 


- „m chỉ cắt ŒP) tại điểm chung duy. nhất 3⁄. tường tẳng m_ như thế được 
__gọi là riếp tuyến của (P) tại điểm 1M). : 


28. 


.29. 


Cho tam giác ABC với 7 là tâm đường tròn nội: tiếp v VÀ: P là một điểm nằm 


trong tam giác. Gọi A', B', C' là các điểm đối xứng với điểm P lần lượt, qua... ... 
':các đường thẳng AI, BI, C1. Chứng, mình rằng các đường thẳng AA, ĐB, 


cc đồng quy.. 
Cho tam giác ABC. Gọi AY B,C lần tượ là tâm của các C đường tròn bàng 


`ˆ tiếp trong góc 4, góc. và góc C. Chứng minh rằng các đường thẳng đi qua 


A' vuông góc với 8C, qua ` vưông góc với. ẠC; quả C vuông góc với AB 


- động, quy. 


§4. Phép quay và phép đối xứng tâm _ 


Bị CÁC KIẾN THỨC cơ BẢN 


1. Trong mặt phẳng, :cho. điểm Ở và góc ° dượng giác Ợ. Phép quay tĐ ø) 


.. tâm Ô góc quay @ là phép biến hình Điển điểm O thành chính nó và biến : 
mỗi điểm M khác O thành điểm M' sao o cho OM= OM' và vo OM: }= 


2. Pháp quay là. một pháp. đời hình.. 
3. Khi ọ==m thì phép quay: Qo „) gói là pháp đối +ứng qua 4. điểm. Ó, và kí 


hiệu là Bộ: Phép đối xứng qua điển ø còn gọi là phép đối xứng tâm. 


suá: Pháp đối xứng qua điển O biển mỗi điểm Si) thành điển M° sao cho 


OM + OM` = ũ. 


II- ĐỀ BÀI 


30. 


31. 


Chơ hai điểm. 4; Đ phân biệt. Chứng nữ tñÉ rằng nếu: phép đời hình # biến 
Athành B và biến B.thành 4 thì # là. phép đối xứng trục hoặc phép đối 


_ xứng tâm. 


Chứng minh rằng le thành của một. số phép day với các tâm Moak trừng 


:- nhau là một phép quay.: 


32. 


Chứng minh rằng : 


_:'a} Hợp thành của hai “pháp đối xứng trục có trục cất nhau là một: ghi quay. 


ˆ..'b) Mỗi phép quay đều có thể xen là hợp thành của hai. 'phép đối xứng. trục 
._ cố trục cắt nhau, bằng nhiều. cách. 


mã 
` -' điểm A thay đổi trên đường trồn, ta xét hình vuông ABCp có. tâm là 1 Tìm 


34. 


35. 


36.- 
RU xác định hai điểm A, Đ lần lượt nằm trên avà b sao cho tạm giác ABC là 


_e) Hợp thành của một số chẩn các phức đối xing trục ¿có các. trực đối _ . 
. đồng quy là một phép quáy. : 

4) Hợp thành của một $ố lẻ các phép đối xứng trực cồ: các trực đối xứng 
đồng quy là một phép đối xứng trục. : 


Cho đường tròn (Ø7 và một điểm ï không hm trên đường: tròn. Với xi 


quỹ tích các điểm B, C, Ð. 


Cho đường thẳng 2 và một điểm G không nằm trên a. Với mỗi điểm A nằm 
trên ø ta đựng tam giác đều ABC có tâm là Œ. Tìm quỹ Vệ: hai điểm Bvà - 
C khi A chạy trên đ. “ 


Cho đường tròn (Ó) và- tam. giác "ABC. Một. điểm M thay đổi t trên it : 
tròn (Ó). Gọi 3⁄¡ là điểm đối. xứng của }⁄ qua' Ạ, Mỹ: là điểm đối xứng của 
1M; qua ö, Mạ là điểm đối xứng, của M› qua C. Tìm quỹ 'tích của điểm I. 3. 


Cho hai đừờng thẳng 4, b phân biệt và điểm Œ không nằm trên chúng. Hãy 


tam giác đều. v6: 


10... 


37. 


39. 


40. 


Cho hình vuông ABCD và một điểm M nằm trên một cạnh của hình Xuông. - 
Tìm các điểm W, P nằm trên cạnh của. TƯ vuông sao nh, tam Đen MNP 


là tam giác đều. 


. Cho tam giác đều ABC với (AB, AỞj= = (BC; BA)= '(CA, 'CB)= 600. Ty kể. 


Ta CÁC phép dời hình biến tam giác ABC thành chính nÓ. : 
Chơ tam giác. đều ABC với (4B, AQ) = -'œøC; .BA) = = (CA, CB).= '60”: Gọi 
Ó¿, Qg là các phép quay góc '60” lân kệ cố tâm là A và B. Gọi.Ƒ là hợp 
thành của Œp và Óạ. : : n 
3) Phép Ƒ biến các điểm 4, B, C thành. các điểm nào?. 


-_ b)Phếp ra phép gì ? 


c) Phép hợp thành của Q¿ và Óg l phép gì? +. 
Cho tam giác đều ABC. với (AB, A@= = ựC:; BA) = (CA. CB) =. - 60". Gọi 
Đạp. Đpc Và Đục là các ° HIẾP. đối xứng lần lượt ko các C9 ng lợn AB, 


-_BŒ,AC. 


a) Hợp thành của Đpc và Đự à phép # dĩ! + 


-b) Hợp thành của DI và Đặc là phép gì ñ 


c) Gọi đu và Qp là các phép quay - gốc 120' với tâm ¡ lên Tuất tại ni và: B. .. 


| Hợp thành của Qp và Q¿ là phép sa? 


41. 
42. 


43. 


44. 


Hãy chỉ ra tất cả các phép đời hình biến hình vuông 3ABCD thành chính. nó. 


Cho hai phép quay Q¿ và Ợp có tâm quay là A và 8 (phân biệt) và có cùng ˆ 


góc quay 90°. Gọi là hợp thành của Ó¿ và p, #" là hợp thành của Opvà 
9 '¿.. Hãy chứng tô rằng EƑ và Ƒ' là những phép đối xứng tâm và nêu rõ Sàn 
xác định tâm đối xứng của các phép đó: : Kê Hội 

Về phía ngoài của tam giác. ABC vẽ các hình. vuông: BCMN và 'AcPo có 
tâm .Ó và Ó'. . ` : : : 
3) Chứng mình rì rằng khi cố định hái điểm À, Bvà chó điểm C thay đổi thì. 
đường thẳng ý ọ luôn luôn: đi qua một điểm cố định. : = 

b) Gợi 7 là trung điểm AB: Chứng. minh rằng 100' là tam giác vuông cân. Ề 


Về phía ngoài của hình Tình hành ABCD đựng. các hình xuông có cạmh lần vã 
lượt là AB, BC, CD; DA. „ Chứng minh rằng bốn tâm của bốn Hình vuông đó: 


. đà đỉnh của. một hình YEÐHE, 


„ 


45. 


46. 


'bằng nhau và vuông gốc với nhau... _ : † ` 


'Về phía, ngoài của tứ giác lỗi ABCD dựng các ˆ.. tạo đạn đớn 
hình vuông có cạnh lần lượt là AB, BC, CD,-:- §=———z~—— 8. 
ĐA. Chứng minh rằng tâm của bốn hình vuông -:| ^--..... „⁄ 
đó làm thành một tứ giác có hai đường chéo Án ÔN 


Z 
⁄ 


2 
`Xv‹ 
TĂNN 
` 
v 


` 
+ 


NI ƒ—————~. 


⁄ 


Trên hình 1 có ba điểm thẳng hàng A, B, C và - 
ba hình vuông ABMN, BCPQ; ACRS với tâm ... - |'.⁄ 
lần lượt là X Y,.Z. Gọi X, ï, Z lần lượt là ' AE 
trung điểm của các đoạn thẳng AB, BC, AC: X 
a) Chứng mỉnh rằng các tam :giác 7, XTZ. | Xx 
#*XZ là những tam giác vuông cân. “ ` Xã 
b) Chứng minh rằng hai đoạn thẳng AY, XZ.W 
bằng nhau và vuông góc với nhan, cũng nhữ -.-.., Câc lạc 
thế đối với hai đoạn thẳng BZ, XY và CX Y2... sự Hình T. 


§6. Hơi hình bằng nhau 


]- CÁC KIẾN' THỨC cơ BẢN. 


II- ĐỀ BÀI 


47. 


rủ Nếu ABC về AĐC.. là nh tam giác bằng nhau Thì có Sý hấp. đời hình biến 


'tam giác này thành tam giác kia. 


2. Hai hình 2/và ./7, gội là bảng nhan n tiếu cỡ ¿pháp đời hình biến *hình này | 


thành: HỘ kia... 


Cho hai tam giác ABC và A'EC' với đường cao “lần lượt là AW và AM. 
Trong mỗi, trường hợp đưới đây, hai. tam giác đó: có bằng nhau hãy không ? 


, a) AH = A'Hf, AB = A'E, AC = AIC'; 


b) AH = ẢH, AB=AP, AC= A'Œ..các góc A và A' đều là góc tù. ` 

Cho hình thang ABCD vuông tại.4 và D, hình thang A'ÐC'P' vuông. tại A' 

và D'. Chứng minh rằng hai hình thang ø. bằng nhau nếu AB = ABE,- 

BC = RƠ vàCD =CP'. : 

Chứng mninh rằng hai tam giác bằng ñERÿ nếu có các đường tròn nội tiếp. 
bằng nhau; một cặp đường tròn bàng tiếp Bằng nhau, đồng thời khoảng cách giữa 

tâm đường tròn nội tiếp và bàng tiếp của hai.tamh giác đó cũng bằng nhau. 


50. Chứng: minh rằng hai tam giác vuông bằng nhau nếu có các cạnh tuyển 
bằng nhau và đường cao Ứng vớt cạnh huyền bằng nhau. 


51. Chứng mình rằng nếu bá trưng tuyến. của tam giác ABC lần lượt bằng ba 
trung tuyến của tam giác 4B LÊN Thì hai tam giác đó bằng nhau. 


52. Cho hình #⁄s gồm ba đường. tròn cố tâm tại A, B; C đôi một tiếp xúc ngoài với 


nhạu và hình #” gôm bã đường tròn có-tâm tại A,B, € đôi một tiếp xúc 
ngoài với nhau. Chứng minh rằng nếu tam giác ABC bằng tám giác ABC - 


_ thì hình ZÝ bằng hình Đấu co 


$6, §. Pháo vị tụ: Phép đồng dạng 
[- CÁC KIẾN. THỨC CƠ BẢN 
1: Phép vị tự Wo„ 9 với tâm OÓ và số k (ke 0 ) là pháp biến hình biến mỗi. 


, 


- điểm M thành điểm M” sáo cho, ONỈ' = LOM - 


2. Phép vị tự tị số k biến: :đường thẳng thành đường. thẳng. song Song (hoặc 
. trùng) với đường thẳng đó, biến tia thành ta, biến đoạn thẳng thành đoạn ` 
thẳng mà độ dài được nhân lần với l: biến tam giác thành tam giác đông 


: dạng: với tỉ số đông dạng, già , biến sóc ¡ thành. óc bằng nó. 


3. Phép vị tự biến đường tròn có bán Khji R thành đường trồn có bán: kính M R 
4. Tâm vị tự của hai đường tròn : đó là tâm :của phép Vị: tự V biến đường , 
. tròn này thành đường tròn kia. Tâm vị tự đó gọi là tâm vị tự ngoài ki tâm, 

... VỆ tự trong tuờ. thẹo tỉ số của pháp vị tự Ý là đương hay âm. 

- Nai: đường tròn có bán kinh khác nhau thì có một tâm vị tý ngoài và một 
tâm vị tự trong. Hải đường tròn có bán kính bằng nhau (tâm khác nhau) thì chỉ 
có tâm vị tự trong, đó chính là trung điển đoạn thẳng nối tâm hai đường Tròn. 
$. Pháp đồng đạng tỉ số k(k >0) là phép biến hình biến hai điểm tuỳ ý§M, 
N thành hai điển-M', N' sáo cho MN'= kMN.- 
6ó. Moi pháp đồng đang Ffsốk là hợp thẳnh của một '0hép` vị /ự rV tỉ sốt 
và một phép đời hình Ð. an. 

.:2, Nai hình gọi: là đồng: đạng với "AM ¡ nếu: có một phép đông dạng biến 

:hình kế: thành hình kia. : : 


`" 


H - ĐỀ BÀI.- 


83. 


54. 


Cho Tai tam giác ABC và. A'PC Không bằng nhau nhưng có. các cạnh 
tương ứng song SONB: : AB, A'E, BC //.BC" và CA'1 CA. Chứng minh 
rằng có phép vị tự biến tấm giác này thành tam giác kia. 


Xin ko li coi ciidiccd tai gốến Gọi Z là : 


ˆ hợp thành của ƒ; và V;. Chứng mỉnh rằng :- 


5ã. 


a) F là một phép tịnh tiến nếu kh; E i. Hãy š xác định vectơ tịnh tiến: 


b)#là một phép vị tự rếu XS“ z1. o xác định tâm và t số của phép vị 
tự đó. 


Chó bế đường tròn Œ; Di Aọ, đạ; ¬ Tế # R) không đồng tâm và không 


“ bằng nhau. Gọi Ó;' và Ó; lần lượt là tâm vị tự ngoài và tâm vị từ trong 


_ của bai đường trồn (J¡ ; R;) và Œ;: Rạ) ; O} và Ơ lần lượt là tâm vị tự ˆ` 


: ngoài về tâm vị tự trong của hai đường tròn › ; Rạ) và ( ; Ea) ; Øÿ và 


'ỚŒ lân lượt là tâm vị tự ngoài và tâm W tự trong của hai đường tròn. Œ; ; #3 


và đh; 15 RU, , Chứng Tịnh rằng mỗi bộ bạ điểm sau đây thẳng Hàng : 


_%6.. 
_ tròn (Ó) thay đổi tiếp xúc ngoài với (Ó@) và (;). Gọi các tiếp điểm tượng : 


đ†, 0ÿ, Øỹ :ỚI, Tông % ;Ớ, Ớ}.. œ và Ớ, GŒ, Óy. 
Cho hai đường tròn (Ó)), (;) ngoài nhau và không bằng nhau: Một. đường. 


ứng là A và B. Chứng mình rằng đường thẳng 4B luôn luôn đi quả một 
điểm cố định. Nếu thay giả thiết "tiếp xúc ngoài" bằng "tiếp xúc d ó th 


.. kết quả trên sẽ thay đổi như thế nào ? 


2/87: 
Tư: ÔN 012 6000015710 đÁn k2 0y kh nh Gọi P và P' lần lượt là 


Cho hai đường tròn (Ó) và (Ø: cất nhau tại hà và B. Một đường thẳng thay 


trung điểm:của AM và AM'. si 
2a) Tìm quỹ tích trung điểm †' của đoạn thẳng PP. 


_.) Tìm quỹ tích trụng điểm 7 của .đoạn thẳng: MM. ` 


8. 


Cho ba đường tròn” (Ø1), (0), (Ó;) đôi một tiếp xúc ngoài với nhan, A là 


: tiếp điểm của (Ớ)) và (Ó¿):; Blà tiếp điểm của (G2) và (Óa); € là tiếp 
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điểm của (03) và (G¡- Đường thẳng AB cắt.(O+) tại điểm thứ hai PB, đường 


thắng AC cất (G;) tại điểm thứ hai C. Chứng minh C' là đường kính của cai 


9. 


60. 


61. 


Chứng mninh rằng nếu hai tam giác có các cạnh tương ứng tỉ lệ thì có phép Š 
đồng dạng biến tam ĐIÁC này thành tam giác kia. 


Cho.tam giác ABC vuông tại Ạ và đường cao AD: Gọi Ỹ là Siềề? vị tự tâm D 


_tỉsố&k= . và Ó là phép ( quay tầm ? góc quay. ø= R - ĐA), F là hợp 


thành của Vvào. : : 
a) Phép # biến tam giác 'ABD thành tam giác nào „>. : 


'b) Lấy hai điểm M và N lần lượt: nằm trên hai cạnh BA và AC sao cho ` 


,BM ` AN 
MA NC” 
Chứng kinh: rằng DỊ⁄N là tam giác vuông. ` 


Cho tam giác ABC vuông tại Ạ và đường cao _AD. Gọi € là phấn giác 


_CA 
của gốc C, #)„ là phép đối xứng qua. c, V]à phép vị tự tâm l tỉ SỐ. k= ø 


và "là hợp thành của 2, và V. 
a) F biến tam giác ABC thành tam giác nào? „ 


b) Lấy bai điểm M, N lân lượt nằm trên HẠ đoạn thẳng, AB _ ĐA sao cho. 


62. 


_63, 


S4. 


65. 
- nếu # biến điểm ï nào đó thành chính nó thì # là phép: quay tâm ƒ hoặc 
là phép đối xứng có trục là đường: thẳng đi quả 7. ` 


AM - ĐÀ . 
ớ MB NA. 


Chứng mình rằng clà phân 8 giác của góc .MCN. 


Dụng tam giác ABC biết sóc. A bằng ở, tỉ số k- =k và chu, vì tam giác 


'bằng mm; 


Chứng minh rằng nếu hai tam giác c có các đường cao tương ứng bằng nhau 
thì bằng nhau. - ; số : 


“la tp ôn Tập chương. MR 


Cho hai điểm Á và A'. . đối xứng với nhau qua điểm 1, + l phép đòi hình 
biến 7 thành 7; biến-A thành A'. Chứng minh rằng F là phép đối xứng tâm 
hoặc phép đối xứng trục. : : 


Cho phép dời hình Ƒ không phải. là phép đồng nhất. Chứng minh Tầng 
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66. 


67: 


68. 


Cho đường tròn (Ó).và phép đời hình E-biến (Ó) thành chính nó nhưng Ƒ 

Kong phải là phép đồng nhất: Gọi # là điểm thay đổi trên đường tròn và 
= ƑF(M). Chứng. múnh rằng. quỹ tích của trủng điểm đoạn thẳng 4M là 

một đường tròn, hoặc là một đoạn thẳng, hoặc là một điểm. 

Cho 2 là phép đối xứng trục có trục đối, xứng là đường thẳng 4 và 7 là 

phép tịnh tiến theo vectơ' Ÿ Song song, với đ. Hợp thành của Ð và T gọi là 

_phép đối xứng. trượt. Đường thẳng đ gọi là rục của phép đối xứng trượt, 

vectơ ` gọi là vecfØ trượt. Phép đối xứng trục là một trường hợp đặc biệt 

của phép đối xứng trượt khi vectơ trượt là vectơ— không. 

2) Chứng mình rằng hợp thành của T7 và:Ð cũng bằng hợp thành của Ð và 7. 

b) Chứng minh rằng nếu M⁄' là ảnh của #⁄qua phép đối xứng trượt thì trùng 

điểm đoạn thẳng 1M' luôn nằm trên trục của phép đối xứng trượt đó. 

.e Hợp thành của hai phép đối xứng Trượt có trục sọng song là phép gì? 

ˆ-đ) Chứng minh rằng hợp thành của một phép đối xứng trục và một phép 

tịnh tiến là một phép đối xứng trượi. - - 

e) Chứng minh rằng hợp thành của một phép quay và một ciền đối xứng : 

trục là một phép đối xứng trượt. 

bài Chứng mình rằng hợp thành của Đà phép đối xứng trục là một phép đối : 

xứng trượt. - 

“ Cho hai đoạn thẳng bằng nhau AB: và AP (AB = ˆ A'B). Chứng mữnh rằng. có - 


._ một phếp đối xứng trượt biến 4 thành A, biến Ð thành B'. 


69. 


70. 


Cho hai đường thẳng phân biệt a, Z và phép đời hình #- biếnÌ 4 thành đ'. 
Một điểm M thay đổi trên ¿ và M' = F(M). Chứng minh rằng trung điểm - 
của các đoạn thẳng MM hoặc trùng nhau; hoặc nằm trên một đường thẳng. 
Cho hai đường tròn có bán kính bằng nhau (Ó) và (Ø'). Trên (Ó) lấy hải - 
bán kính vuông góc @A, ØB và trên (Ó) lấy hai bán kính n ĐO HE, góc ØA', 
Ø'' sao cho A, A' nằm trên đường ø thẳng OO' và hai vectơ QA và Ø'A' 


cùng hướng, còn hai vectơ ÓB và O'B"' ngược hướng. 


: Đ 1ñ Chứng minh rằng có phép đời hình Ƒ biến đường tròn v8 thành bơ ) sao ˆ 


cho hai điểm 4, Ø lần lượt biến thành hai điểm A', B'. 
z-b}: Với mỗi điểm 4 nằm trên: (@) và ảnh M' của nó. qua phép đời hình + 


h chứng minh rằng: tung điểm của đoạn thẳng MM:':nầm trên một đường 


71 


HH 


thẳng cố định.. 


Cho phép vị tự V%t tắm Ó, tỉ số k #l-và nhé! tịnh tiến T theo: Vectơ # z0. 
Gọi # là ân Non thành của Ÿ và 7: 


72. 


"¬ 


74. 


a) Tìm điểm / sao cho Ƒ biến 7 thành chính nó. 


HN») Chứng mình rằng Ƒ là phép vị tự tâm Ý tỉ số È. 


Cho đường tròn (Ó) với đây củng PQ: Dựng hình. vưông ABCD có. hai đỉnh - 


.A, Pnằm trên đường thẳng PQ và hai đỉnh C„D nằm trên đường tròn... 


Cho đường tròn (Ó).về một. điểm P nằm trong đường tròn đó. Một đường : 
thẳng thay đ đổi đi đi qua-P, ?, cất (Ó) tại hai điểm A và B. Tìm quỹ tích điểm M. 


sao cho PM = PÄ.+ PB. 


Cho điểm A cố định nằm trên đường. tròn tØy. và điểm € tháy đổi trên 
đường tròn đó. Dựng hình vuông ABCD. Tìm quỹ tích điểm ồ và điểm D. 


Bài tập trắc nghiệm chương 1 


1. 


. Cho đường. thẳng ø cắt hai đường: thẳng song song b và bì: Có bao nhiêu 


` phép tịnh tiến biến bOÒ thẳng 2 thành ng nó và biến đường thẳng bz 


_ "thành đường: thẳng b}? ; 
.. (A) Không có phép. nÀo¡... -@® Có một. piép đủy nhất: ị 
(@ Chỉ cố: hai phép;. .... (Ð) Có vô số phép. . 


._ Cho hình bình hành ABCD. Có bỏ nhiên phép tịnh tiến biến đường tiềng AB 


thành đường thắng CD. và biến. Nga thẳng AD thành đường: thẳng BƠ? - 


_(A)Khôngcó phép nào;  ˆ' (B)Có một phép duy nhất ; 
(C) Chỉ có hai phép; ---- - _ -(Ð).Có vô số phép. 2 
6 bao nhiêu phép tịnh tiến biến đồ thị của hàm số y = sim x thành chính nó 2 
(A) Không có. phép nào ;.. b .., đ)Có một phép duy nhất ;- 

ˆ(Œ Chỉ có haiphép;' -. (Ð) Có vô số phép... ˆ 


Chơ hai đường thẳng ø và b cắt nhau và sóc, giữa chúng Bờ 600. Có bao 
nhiêu phép đối xứng trục biến z thành ø và biến b thành b ? 7. 
(A) Không có phép nào; -.. ›. đ).Có một phép đùy nhất ; 


ˆ (Chỉ có haiphép; ' .-_ @} Có vô số phép. 


Cho hai đường thẳng vuông góc với nhau:ø và b. Có bao kvớt phép đốt 


-. xứng trục biến a thành ø và biến b thành ö`? 


{A) Không.có phép nào ; _ (B) Có một phép duy nhất ; Tử 
(C)'Chỉ có hai phép; - - ... .Œ@) Gó vô số: phép. : 

Đồ thị của hầm số: y = CoSx. có ó.bảo nhiêu trục đối xứng ?' : 
(A) Không có trục đối xứng: - Ỹ .8) Có một rục đối xứng duy nhất; 


(C) Chỉ có hai trục đối xứng : `... ®Đ) Có vô số trục đối xứng. ˆ... 


2A - BT HÌNH HỌC 11/NC : ` : . ` ".. l ° 192i 


Trong c các mệnh để sau, m&ph, đến 'riào. đúng. 9 


(A) Tam giác có trục đối xứng () Tứ giác có trục đối. xứng ; „ 
.») Hình thang có trục đối xứng; ,. ˆ (D)-Hình thang cân có trục LẺ DI 

Trong. các bình đưới đây hình nào có ba trục đối xứng ? : 
..€A} Đoạn thẳng ;-:-‹ "».› B) Đường tròn; SÊ) ¬ 
ˆ_{C) Tam giác đêu;_ `: (DjHữmhvuông ` ˆ ˆ. 


. - Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


Bà (A) Tam giác đều có tâm đối xứng ; $., Kì: Tứ giác có tầm đối xứng ;: 


10.. 


(@ Hình thang cân có tầm đối xứng ; (D) Hình bình hành có tâm đối xứng. 


Cho hai đường thẳng bất kì đ và: đ. Có bao nhiêu, phép quay. biến tường 
`. thẳng đthành đường thẳng #? 
(A) Không có phép nào ; bố Aà _@®) Cón một phép: duy nhất ; 
ˆ -( Chỉ có hai phép; ... :(D)C6vôsốphép: 


1. 
dưới vẽ của cay phép quay: 8o ø)) biến tam giác đều ABC thành chính hó ? 


Cho tam giác đêu-ABC: với bà làtâm đường tròn ngoại tiếp. Với giá trị nào 


() =5 h : _ : nS và ®ø< +, › 
| Gø-5: : : ` N nh ®Địø= 


2. 


“Trong các phép sau đây, phép. nào có. tính chất : -Biới mỗi đường tăng a 


`_ thành đường thẳng a' không Song song với a ? 
(A) Phép tịnh tiến ; Ỷ `... T ® Phếp đối xứng trục ; 


13. 


- 14, 


@ THÉP, đối xứng tâm ; Ni in ®) c9 quay vô g sóc quay - b 


Hợp thành của hai phép đổi: xứng trục:cố trục ‡ song song là phép nì nào trong 


. các phép sau đây 9 3 


(A) Phép đối xứng trục; `. ` Œ) Phép đối xứng tâm ; 
(C) Phép quay ; SÂU ng _®) Phép tịnh tiến. . 


Hợp thành của hai phép: đối Xứng trục có trục cất nhau là phép nào trong 
các phép sau đây ? Ẵ "`. 
(Á) Phép đối xứng trục;-'..... - ® Phép quay ; .. 


(@ Phép tịnh tiến VN là, Ất đuận 'ŒỚ)Phếp đồng nhất. - 


, ?B-BTHÌNH:HỌC TVNC.. 


15. 
. CA) Phép đối: xứng trục ; ,_ 8 Phép đối xứng tâm ; 


16, 


Hợp thành của hai phép đ đốt xứng tâm là phép nào. trong các ghế sau ¡ đây ? 


(CO) Phép quay; :..: --.......... 0) Phép tịnh tiến. vớ ¬ 
Hợp thành của một phép tịnh tiến và phép đối xứng t tâm là phép nào trọng 


_› các phép sau đây ? 


18. 


(A) Phép đối xứng trục ; : _ _@ Phép: đối › xứng. tâm cn 


_`.. (Phép đồng nhất ;~ __._... ®) Phép tịnh tiến. 
17. 


Cho bai đường thẳng song song đ và đ, Có bao nhiều phép v Vị tự VỚI tỉ số 
kz20 biến đường thẳng đthành đường thẳng #?: : 


m (A) Không có phép nào ; - rà h (8 Có một phép duy nhất ; 

- ( Chỉ có hai phép; - -- ni ; @) Có.vô số phép. ' 
Cho hai đường thẳng cắt nhau đ và đ. Có bao nhiêu phép vị tự biến đ thành đ?- 
(A) Không: có phép no; ` (Œ)Œó một phép duy nhất ; 


19. 


'(C Chỉ có hai phép ; h v3: N (D) Có vô số phép. . s. 
'Cho hai đường thẳng song song đ và đ' và một điểm: Ø' không nằm “trên 


chứng. Có bao: nhiêu " phép Vị tự: tâm Ớ: biến đường. tớ đ thành Tớ: . 
thẳng đ'? 


_ (@) Không có phếp n nào ; _ sài “ Cón một shphểp duy nhất; 


—20, 


_(© Chỉ cóhaiphép, .  (®Đ) Có vồ số phép. 


Cho hai đường trồn bằng nhau (Ó ; R) và: (Ö' ; R) với tâm Q và ơ phân 


.„ :Điệt. Có bao nhiêu phép vị tự biến: 4Ó; ® thành (Ó' ;®) ? m 
._@A) Không có phép nào ; ..(B) Có một phép duy nhất ; - 


. 21. 


22, 


23. 


(C).Chỉ có hai phép ; . (D)€ó vô số phép. : 
Cho đường tròn (Ó ;-R). Có bao nhiêu phép Vị tự với tâm O biến ti xà 
thành chính nó ? 


(A) Không có phép ¡ nào ; : _@® Có một phép duy nhất ỹ 
(C.Chỉcóhaiphếp;  -” (Dỳ €6 vô số phép. 

Cho đường tròn‹(Ó ; ®). Có 'bao nhiêu phép vị tự. biến (Ó ; K) thành:chính nó ? 
(A) Không có phép nào ; ..-òBQ Có. một phép duy nhất ; 

(C Chỉcó hai phép; ˆ ) Có vô số phép. 


Cho hai phiếp vị tự tục ® và _f(o, kỳ với Ó và 1à hai điểm phân biệt VÀ ` 


kk =1. Hợp thành của hai phép vị tự đó.là phép nào trong các phép sau đây 2 ? 
(A) Phép tịnh tiến; ˆ.. .Œ) Phép đối xứng trục ; 


_(C) Phép đối xứng tâm ; có... - `.) Phếp quay: 
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®- Lời GIẢI - HƯỚNG BẤN- -BÁP số 


I§P &. Mở đầu. về phép biến hình. Phép tịnh tiến và phép đời hình 


Giả sử phép tịnh tiến Tp biến đường thẳng đ thành đường thẳng đ. Lấy hai 
. điểm phân:biệt M, trên đ và gợi }/, N':lần lượt là ảnh của M,N qua . 
phép tịnh tiến †„ thì M, M' nằm trên đ. Ta có MN =M'N' Vậy hai 


: đường thẳng đ và đ có cùng vectơ chỉ phương nên dd hoặc Lộ trùng với đ. 


thẳng ÓA là đường trung bình của. 


nh Vậy phép tịnh tiến T theo viet BÀ” ` 
- biến M thành ji. Chú ý rằng Mứ. 
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'MM +L Po thì M' cắt QA tại. trực. 


'quỹ tích # là ảnh của đường tròn (@) 


_ Giá sử đã xác địt được lý% và Ñ theo 


: tnh tiến 7 theo vẹctơ ÓÄ sẽ biến -' 


tròn (Ó ; R) thành đường tròn (A ; K). 
ˆ Vì (O; ®ÿ ởi qua M, nên (4 ; R) đi 
-qua N..Do đó W là giao điểm của hai 
` đường tròn (A ; R) và (đỚ) ; Rộ). Từ 
- + đó, để đàng. SUY Ta cách dựng. - 


dtrùng với đ khi ữ cùng phương với. MN, tức là khi là VệCtƠ. chỉ phượng : 


. của ä hoặc =ö; đ 1đ khi. không phải là:vectở chỉ phương của đ. - 


Phép tịnh tiến theo vectơ 0ở', -trong đó Ó là giao o điểm của a và b; Ø là.” 
giao € điểm của Z' và P', - 


(h2) ˆ. : 
Tam giác MPQ có QA là một đường 
cao (vì ĐA _L MP). Bởi vậy nếu ta kế 


tâm H của tam giác MPQ, đoạn 


tam giác VMH nên 
` MH= 2ÖÄ = ĐA. 


không trùng với A hoặc B, ta suy ra 


(không kể hai điểm A và B) qua phép tỉnh tiến đó.. 
Làm tương tự đối với trực tâm H của tam giác ATD. - 
(Œh.3) - 


yêu cầu của bài toán. Khi đó, phép 


điểm M thành điểm và biến đường 


_Số nghiệm hình phụ thuộc vào số 
giao điểm của: hai. đường tròn (4; ® 
và (Ô ; RỘ 
tị) 

Thèo giả thiết, ta có 
ADE:.RM=CN..... 7.2 « 
Vì vậy, phép tịnh tiến theo Vectơ ÁD - .. Hàn4 


biến tam giác ABC thành tam giác DMN. Suy ra, nếu @* là tâm đường tròn 
ngoại tiếp tam giác DMN thì phép tịnh tiến đó biến Ó thành ỚØ, tức là: 


dưng 


- Do đó 
00'= =4D= R 


- và: vì vậy Ø'" nằm trên (Ó; R). 
Với điểm M bất kì, giá. sử, TM) = = = MỊ, và T "Qá)= = M Khi đó .MMI : =W 
-và MỊM = , suy Ta MMÌ =#+ÿ. Hợp thành của Tả VÀ, z biến M thành 
1⁄' nên hợp thành đó là phép tịnh: tiến theo vectơ +: : 
Phép hợp thành đó là phép đồng nhất khi và chỉ khi ` 
". '8+ÿ =Ũ. 
An. "na. _Íx'=x+1 

Biểu thức toạ độ của phép tịnh tiến7 n{ về 2 

D/ÊI ca 9,2) 

_suyTa x=x—l,. y= lu 
-a):1) Nếu Ä⁄{x ; y) nằm trên đường thẳng z-th 3x—-5y+1=0 hay 
3œ — J— 5œ+ 2)+1=0 © 3x— s 12=0. Điều đó chứng tổ điểm 
'M'(xz';y') thoả mãn phương trình 3x~ sọ: 12 =0..Đó là trình 
ảnh của đường thẳng ¿. 


1) Đường thẳng b có vectơ chỉ Bàng l ⁄q ~ 2) nên phép: tịnh tiến 7 biến b, 
- thành chính nó. Vậy ảnh của b. Cũng có phương trình 2x+ y+-100= 0. 


b) Nếu 3⁄(x ; y) nằm trên đường tròn đã cho thì ˆ 
+? + ~4x+y-1=0cÿ= Đ? +@1+ 2Ÿ ~4œ~ D+0%2=1=0 
' ' =3 xÊtyÊ~6x% 5y 10 = 0. TU, 
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Xx 


8, 


9. 


10. 


Như vậy. điểm M' ; T thoả rhấn phương trình x2 + yˆ '=6x+ 5y bề iữS 0. 
Đó là: phương trình đường trồn. ảnh của đường tròn đã cho. 
Giả sử điểm MŒœ; » nằm. trên đường. thẳng đ: Ax+By+C=0. Khi đó. 
ảnh của M là điểm M Œ- ; y2) mà x' '=x*+a, y=y+b hay x=xđ. 
y=y-b. `? Ta: A(x'—đ)+ BŒœ~ b) + c= =(0, hay 

: --AZ+ By— đ@Á ~ bB+C= Ki =1) 
Để phép tịnh tiến 7 biến Z thành đ ta phải có Ax+ By +C'= =0. @2 
ˆ§o sánh (1) và (2) ta suy ra 4Á + bB + CS C = 0€). " 
_ "Vậy các vectơ (2; b) cần tìm phải có toạ độ thoả mãn điều kiện Œ): 
ˆ Giả sử F là phép đời hình biến A thành A, biến B thành B, biến C thành C. 
Nếu F không phải là phép đồng nhất thì có ít nhất một điểm sao cho 
t(M) = M và M' khác với M. Khi đó, vì # biếnA thành A và biến Ä⁄/ thành 
⁄' nên AM = AM ; tương tự tạ: :cũng có BM = BM', CM =.CM'. Vậy ba điểm 


A, B; C nằm trên đường trung trực của MM, trái với giả thiết A,B,C... 
không thắng hàng: Vậy F phải ]ã phép đồng nhất. ÿ in 

Vì mỗi phép dời hình đều không làm thay đổi kh»ẳng cách giữa hai điểm rà 
'bất kì, nên hợp thành. của J hhng ng, Và ch chất. Sơ) bởi vậy nó cũng là 
.phép đời hình. ˆ : . 
. Giả sử phép đời hình Ƒ biến. hại đường thẳng song song ở và b thành hai 
_ đường thẳng 2' và-b'; Ta, lấy đường thẳng c nào đó. vuông góc với ø và Ö, cất : 
-a và b.lân lượt tại A và B. “Khi đó Ƒ biến A thành A' nằm trên đ', biến ð thành - 


_P' nằm trên P'..Vì ạ L AB và b L AB nên z LA'' và b.L AB. Vậy đ' JJb và 


32. 


. \AB=AB.nên khoảng cách giữa z và b bằng khoảng cách giữa đ và b. 


Giá sử có hai phép đời hình khác nhậu È¡ và F; cùng biến tam giác ABC ' 
- hành tam giác À'#C'. Khi đó,›có ít nhất. một điểm Ä sao chợ # by biến M 


ky cà biến Mí thành M khác M'. Khi đó ta có - 


.AM= AMI và AM=AM; 


ˆ nên A'M" lC =AM; hay A' nằm trên đường trung trực của đoạn thẳng MiM›, 
Tương tự, điểm ' và C''cũng nằm trên làng trung trực đó: Suy ra ba 


c—- 18, 


2à ch 


điểm Á” E,C thẳng hàng, vô lí. 
2) Phép đời hình Ƒ biến mỗi đường tròn (O: R) thành: đường tròn (Ó' ; ®), 


trong đó điểm Ø'1à ảnh của điểm Ó. Nếu hai đường tròn đó trùng nhau thì 


.@ phải trùng với Ó' và đo đó trùng với J. Vậy. các: - đường tròn được biến '.. 


thành chính nó khi và chỉ khi chúng có tâm là + 


l b) Giả sử ø là đường thẳng không đi qua 7- Tá kế 1H Lá, l Sứ Khi đó Ƒ. 


“14, 


- Gọi b là đường. thẳng đi. qủa 7, vuông 


"trên, nếu ý nằm trên ð thì Ƒ biến N 


biến thành #', biến đường. thẳng 1H thành đường thẳng 7H' và biến 


“đường thẳng á-thành đường thẳng 2':đi qua, „ụ và vuông góc với 1ÖƑ. tại #. 


Chú ý rằng vì z không đi ki ï nên không trùng với vác Từ co Suy ra Z' : 
không trùng với a. b : : 


œ5) - 


Lấy điểm Ä-bất kì nằm trến z và khác 
1, phép dời hình Ƒ biến ¿' “thành nên: : 
biến điểm M thành điểm M' trên a,. 
TM = IM. Ngoài Ta vì M khác M nên 1. 
là trung điểm của MM.. : : 


góc. với 4 thì # biến ÿ thành đường 
thẳng đi qua ï và vuông góc với a. Do 
đó b. biến thành ?. “Cũng. lập luận nhứ' 


thành Ä' sao cho 7 là trung điểm của NN'. 


Bây giờ giả sử điểm P không nằm trên ở và b. Kẻ PM.L 24ÀPNA b(Msa, 
Ñ <?). Theo chứng mình trên M biến thành Mĩ, N biến thành Ñ' sao cho 7 


-là trung điểm của MM và NN. Suy ra P biến thành điểm c sao cho MINP 


15. 


là hình chữ nhật và đo đó 7à. trung ø điểm của PP'. 
(h.9) Đà 


-_ Trước hết, F không thể biến hai điểm Hàn biệt .:„ IỆ IS: Tị 


-: thành chính nó vì khi đó đường thẳng ởi qua hai : 


điểm đó phải biến thành chính nó, trái với giả` 

thiết là F biến. đường thẳng thành đường tác 

vuông sóc. ` 

Để chứng Bình. sự tồn' tại của điểm biến: thành: : 

Yiệc nó, ta hãy .]ấy: một điểm. m nào vinh và gọi ï l 
=F@). A› = F(A). _- : _Rình 6 XI 


HN A trùng 4; thì A là điểm biến thành 'chính nó; bởi vậy ta giả sử rằng A.- 


:; khác An. Khi đó:4; khác Ái Về đường thẳng Ai4› xuông góc với đường ' 


thẳng, -44¡. Đường thẳng ảnh của AA; là đường thẳng.đ. qua Á¡, vuông góc 


_ với AA›. Đường thẳng ảnh của A142 là đường.thẳng Z' qua Á¿, vuông gốc: - 
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16. 


với Ay4;: Vậy F biến A; thành giao điểm 4s tủa 4 và đ. Vì F-là phép đời 


hình nên 4444; là hình vuông. Trung: điểm -ƒ của AA; biến thành trung 
điểm của A4s, tức là 1 biến thành chính TIỐ XiSp E. Vậy F có đùy nhất 
điểm 7 biến thành chính nó.. 


Nếu Ƒ là phép. đời hình Có tính chất: đã chớ thì để Èfiấy Ƒ không có điểm 
biến thành chính nó, vì nếu ï-là điểm như thế thì đường thẳng ø đi qua 7 


ˆ biến thành đường thẳng đ cũng đi qua ï nên 8 không SOng:sorig với`đ. 


`1 


Ta lấy một điểm A bất kì, gọi A' = F(A)-và Ang - (1) thì đường. thẳng, ađi 
qua A và Ả' 'biến thành đường thẳng đ' ổi qua A' và A", do đó ø và a' cắt 
nhau tại Á', vô lí. Vậy không có phép đời, hình #:có tính chất đã cho. 


Ta lấy hai. điểm. bất kì M = Gạ; ; >0) và N= ÔN: ;U. Khi đó Điển N 


lần lượt thành 4`, W'cỗ toa độ 


M = (4x * byp+p; e+4612098 (+ +Pi Ti 


"na 
MỊN? = laố -30)#l0ï= suẾx [eŒ~ 5g) ® đỜI ~ ` 


` =Œ +Ömi= xu” +@ "+ “3U” + 3eb-+cdpi~ “ĐỢI~ 3) 
=@¡~— _ Xu)" tÔih S”. 
=MN?. 


.` Như vậy MN'=MN. 
Ẵ Vậy Ƒ là phép đời hình.- 


"- 
-18. 


19. 


Phép đối xứng trọc 


a) Giả sử 'M nằm trên đường thẳng AB và M' là ảnh của 1 qua phép di đời 
hình. Khi đó, vì Ƒ.biến đường thẳng A4 thành đường thẳng AB và giữ .. 
nguyên thứ tự ba điểm 4, B, M cũng giống như thứ tự ba điểm A, B, 3. 
Ngoài ra vì AM = AM. và BM = BM', nên điểm M phải trùng với M”. Mộ 
b) Gọi Ñ là một điểm không nằm trên đường thẳng AB và W' = Ƒ(M). Tacó N' - 

khác , vì nếu N' = X thì # là phép đồng nhất. Như vậy, hai tam giác ABN và 
ABN” bằng nhau suy ra: và N' đối xứng với nhau kệ ung thẳng AB. Vậy ˆ 
Fr là phép đối xứng qua A8. 


- Gợi # là phép đời hình biến 4 thành A; B thành Z, ta lấy điểm € không 


:' thẳng hàng với A, ð và C' 1ä ảnh của € qua phép đời hình Ƒ. Khi đó tam.. 
..:glác ABC bằng tam giác ABC". Chỉ có hai trường,hợp xây ra : 


24 


¬ + Điểm C' trùng với điểm €. Khi đó Ƒ là phép đồng nhất (bài tập 9)..... 


20. 


- hợp thành của Ð„ và Ð,. Lấy hai điểm 


_+ Điểm Œ' đối: xứng với điểm € qua đihhío thẳng AB. Khí đó #là phép đối `. 


xứng qua đường thẳng AB (bài tập 12)-. 

a)(h.7) ' 

Giả sử Ð,„„ Ð, là các phép đối xứng trục Am V XU 2i 
có trục lần lượt là ø, ð mà 2 // b và Ƒ là . 8 —.. 


A, B lần lượt nằm trên 2, ?.sao cho 
AB 1 a..Với điểm M bất kì; Ð„ biến M 
thành Ä⁄¡ và Ðy biếp M; thành ⁄;. Nếu 
gọi. và K lần lượt là trung điểm của *#⁄. 


` MM; và M,M; thì 


_MM, = MM, + MM; “"¬:.... Hành 7` 
=2Œ1M; + MỊK) = 2W = 2AB., ta 
Vì phép hợp thành t biến M thành. 9 mà, XM; = - 2A: riên nE là phép tịnh 
tiến theo`vectơ 2 AB. 


.b) Giả sử 7 là phép tỉnh tiến. theo vectở 1Í: Lấy một đường thẳng ¿ 4 Hảo đó - 


' vuông góc với # và đường thẳng b l ảnh của đ qua phép tịnh tiến theo 


vectơ 3# thì. thẻo câu a) phép tịnh tiến 7 là hợp thành của phép đối xứng 
trục Đụ và phép đối xứng: trục sự. Vì có nhiều cách chọn đường thắng 4,. 
nên có.nhiều phép đối xứng Ð„ và Đẹ có hợp thành là đe: 


c) Hợp thành của hai phép đối xứng có trục đối xứng. song song bt một 
phép tịnh tiến. Vì vậy, hợp thành của 2z phép đối xứng. trục (có trục - 


_đối xứng song song) là An thành, của " phép tĩnh tiến, do đó cũng là phép. 


tịnh tiến. 
đ) Giả sử F là hợp thành của 2w + 3 phép đối xứng trục. Gọi ghép đối xứng 
trục. thứ nhất iä Ð„ (có trục là đường thẳng 4), 2n phép đối xứng trục còn 


. lại có hợp thành B phép tịnh tiến 7T. Ta có thể xem-7 là hợp thành của bai 
- phép đối xứng mà phép thứ nhất là Ð„ và phép thứ hai là Ø;. Vậy # là hợp 
` thành của'ba phép đối xứng ` Ð„ ÐØ„ và Ðy,. Nhưng .vị hợp thành của Ð; và 


Ð„ là phép đồng nhất £ nên Ƒ chính là phép đối xứng Đụ. ._ 
e) Có thể xem phép tịnh tiến 7 là hợp thành của hai phép đối xứng trục Đẹ 


_ và Ð,. Vì vectơ tịnh tiến vuông góc với z nên #// b // c. Do đó, ta được hợp 


25. 


ny “thành của ba phép. đối xứng có: trục song So Vậy. theo.kết quả câu ô), đã 


21. 


- Nếu A không trùng A' thì ta ty, a là 


trùng ®' thì Đ¿ là phép đối xứng trục 


: được một phép đối xứng trục. - 

(h.8)- - 

Nếu A và A' trùng tiện ? và? trùng. 
nhau thì phép cần fìm là Phép đối —- 
xứng trục có trục AB. 


trung trực của AA'. Khi đó phép đối 
xứng trục 2„ biến A thành A'. Kí hiệu. 
B; là.ảnh-của B qua phép Ð„. Nếu ØỊ.... 


cần “tìm. Nếu: B¡ khácvới P' thì” 

.ABi= AB nên ABir= AP" Từ đó, Suy 
Ta đường trụng rực ° của đoạn thẳng 
B;¡P' đi qua điểm 4 và. đo đó Ki cử 4 đối xứng trục Đ, biến A' thành A' và 
biến Bị thành P'. 


_ Hình 8 


ˆ, Vậy hợp thành của “ai niềy đối xứng trục Đ„ và hy là nhe đời hành Hiện 


' xứng trục Ðị và Ø¿ mà hợp thành của: - 
: chúng: biến 4 thành Ả' và biến thành ` -- 


- nên nó biến điểm C thành điểm C¡ sao. 
ˆcho-hai tam giác ABC và A'B'C; bằng 
_ nhau. Vậy C¡ phải trùng với C' hoặc 
. đối xứng với Œ' qua đường thẳng A'B'.. 
: Nếu C; trùng với C" thì phép hợp thành ' 


_ Nến.C; khác với 'C' thì vì hai tam giác 


-_- 4 thành A' và biến thành Z.. Min EM, HU NHÀ ĐA) 
22.. ị nh 


ŒL9).:. 2... Ỷ Nế 
Theo bài toán trên ta có hai phép đối ° 


`. Phép hợp thành đó là phép dời hình .. 


nói trên là phép cần tìm. - 


: Hình 9 
AC) và A'BC' bằng nhau nên phép s 
đối xứng Ð, với e là đường thẳng A'B'` sẽ biến tam giác ABC, thành tam 


giác A'P' Œ. C. Vy "hợp bu của :ba SN c HỘ và Ð, là Pn ĐC đời: hình 


: cần tìm. 
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28. 


X) Phép đối xứng qua Óx biển điểm M Œ; y) thành điểm M '@; y2 


:mà x =x và y= —y. Nếu MŒ ; y) nằm trên đ thì Ax+ Bx+C =0 hay 
Ax-By+C=0. Vậy M'(x';y) thoả mãn phương trình Áx — By+€ =0. 
Đó là phương trình ảnh của đ qua phép đối xứng trục Ởx.: 

b) Phép đối xứng qua Óy-biến điểm M(x; y) thành: điểm MŒ: y2 mà x=-—Y' 


` vày=y“. Nếu M⁄(x;y) nằm trên CỐ) thì - 


24. 
" Gọi Cà điểm đối xứng với điểm: C box 2606 4/4214 có, ỆM 


- đó hiển nhiên A4 nằm giữa 8 và C.. - : Tu, .. 


25. 


._ nằm trên phân giác z: thì 


_ Vậy MB + MC +~BC > AB+AC + BC. 


. tùng 1⁄. Vậy nếu #' khác M thì M' '. 


x? +? +2ax + 2by + e =0'© xÍ 2+ y! Z~ 2ax'+ 2by 1+ =0, l 
"Vậy M '(+';y) thoả mãn phương trình +” +ờ — 24x + 2by +c =0. Đó là 
phương trình ảnh của' ( qua phép đối xứng trục vớitrụclà(@y:. - 
c) Đường tròn (@@ có tâm là: la ; =b), Tõ rằng. tâm 7 nằm trên đường 


. thẳng bx— ay= 0. Suy ra phép đối xứng qua đường thẳng đó biến (@@ ' 
thành chính nó. báu ảnh của (@@ có phương trình trùng với Thương trình NNG 


của (9.. "“ .. . rốn... 
(10) : "` b c HỘ, ÔS-sÖ = e` . 


qua đường phân giác ngoài m. Khi "1... "‹<‹ 
Với mọi điểm Ä⁄ nằm trên 7 ta có - 


MB + MC = MB+ MC' > BC'. 
Mà BC' = AB + ÁC'=AB+ AC. 


Đó là điều phải chứng minh. 

@Œ&19) vất : ch án dụ V 

Giả sử elbip @Œ có trục lớn là 22,tức là „ h -' Mình10 ˆ 

điểm M nằm trên (E) khi và chỉ khi san : 
` MEF|+MEF; =2a. 

Theo chứng minh bài tập 24, nếu Ä'- ˆ 


MPF1+MF; > MF† + ME; = 2a. 
Dấu bằng xây ra Khi.và chỉ khi M' - 


không nằm trên (2). Từ đó, suy ra TH. l 


ˆ.cắt: (E) tại điểm duy nhất ý. - "ng “Hình 11, 
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26. Œ.12) 

- Giả sử hypeboL (ŒHñ): có trục thực là 
22, nghĩa là điểm M nằm. trên Œ) khi 
và chỉ khi 

| — —ME|= 2g: 

_ Ta xét trường hợp MỸ\ ~ ME; = 2a 
(trường hợp Ä⁄Z; —.MF¡ = 2z chứng... 
mính: tương tự). Gọi Ƒ' là điểm đối: : ñ : 

_ XỨng với F¿ qua phân giác ím thì Ƒ" - - 


: nằm giữa Ö và Ƒ¡. Khi đó, HỘI Mộ ". 
}ƒ nằm trên m thì TG °.. Hình 12 


() 


MT ~M†?;= MŒ,- -MF' <FƑ'= MFt- ME 
=MF\— MF; : 
=2a. _- : 


Dấu Di e chỉ xảy ra khi -trùng M. Vậy nếu M khác M thì M "không n nằm 
: trên (H). Từ đó suy ra zn cắt (H) tại điểm lời nhất M. 

27. (h.13) mn 
Vì Äƒ nằm trên bia boi Œœ): 'nên 
ấừ = MH. Do đó mí chính là đường 
trung. trực của đoạn thẳng +. Lấy. 
điểm M tuỳ ý nằm trênzn, kẻ 


MH'.Ld(H s đ) 
thì ta có MF =MH>MH. —_ 
_. NHM không trừng với GP > MHI 
.. nên 3⁄' không nằm trên Œ'). : 
l Vậy 1 chỉ cắt (P) tại điển duy nhất Xí. 
28. (h.14) 
Ta xét trường hợp P si: góc SỐ 
BẠI, Gọi P„, Pạ, Pc là các điểm đối 
xứng với P lần lượt qua các đường....: 


nội thẳng BC, CA, AB. Ta chứng minh : 
- Tầng 4A' là đường trung trực .của - 


đoạn thắng PzP...TI Thật vậy, nếu ta kí 
ˆ hiệu PAB = =ứ, PAI = `8 ta có 


Hình 14 
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P>AA' = P„AP + FAA` =2a +28 


TAR,= -#'2E+EA,= Ä'AC+CAP = 0U êm 2+2: 


Vậy -AA'=A'AP;. 


Ngoài ra, hiển nhiên APc= AFs. Suyi Ta AA' là đường trung trực của đoạn mi 


- thẳng PpPc. Chứng, minh tưởng tự, 1a cũng có BB lã đường trung trực của 
đoạn thắng PcPa và CC' là đường trung trực của đoạn thẳng 4P. Suy ra 
AA',BB, cơ : đồng quy í tại tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ° FABFc- 
Trường: hợp P nằm trong góc CAI, lập, luận tưởng tự. 

-29, ® 15) 


“Trước hết, dễ thấy rằng các Dư: B.Œ-. 2 cán 

lần lượt nằm trên các cạnh #C', CA', 

A'P' của tam giác A'B'C' và các đường s 
ˆ thẳng AA', BP, CC' đi qua tâm Ø của --:. 

đường trồn nội tiếp tam giác ABC. ' 

Kẻ AH L BC (H < BC) ta có. ˆ 


CA'H= CB . 
(gốc có cạnh tương ứng vuông góc) và 


ØCB=BA'O : 
(do tứ giác OBA' Cnội tiếp ‹ đường tr). " Ẵ Xe Hình 15 


Từ đó, suy Tả. 


4= BA'Ô. 


Do đó, nếu gọi Ï là tâm đường trồn ï nội tiếp tam giác A'BC' thì AT là phân 
_— giác góc:EAIC" nên A' đối xứng với A'Ó qua đường thẳng A'. Bởi VẬY. 
_.A'H ãi qua điểm đối xứng với Ó qua phân giác A'. Tương tứ Ta cũng có: 
đường thẳng đi qua #, vuông góc với ÁC cũng đi qua điểm đối xứng với Ô 
qua a BT và đường thẳng đi qua C', vuông góc với AB cũng đi qua điểm đối 

Ẫ xứng với Ó qua CT..Từ đó, á ốp dụng bàt 'tập 2 †a suy ra điều phải chứng minh. 
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31. 


- OM=OMị =OM; - 


-. có gốc quay bằng tổng các góc quay. 
của các phép quay đã cho. 


# 


32. 


_... 30 


_trung trực của 4B thì F biến.c thành 


'a) Œh.18). 


- Phép quay và phép 4đ: xứng tâm ˆ 


. (h.,16) 


VịƑ biến A thành 8 và biến 5 thành 
A nền Ƒ biến trung điểm 7 của AE. 
thành. chính nó. Nếu gọi c là đường 


chính nó. Trên c lấy bai điểm Œ và C' 
đối xứng với: nhau-qua-7 thì hoặc # 
biến C. thành C hoặc # biến € 
thành C, LỆ “ẤP JỆ cà Sa vi 
Nếu Ƒ biến C thành C thì # biến tam - ¬—~... 

giác.ABC thành tam giác BẠC. Vậy Ƒ chính là phép đối xứng trục Đ.. 

Nếu Ƒ biến C thành C thì Ƒ biến tam giác mg thành tạm giác cớ: Vậy 


_`# chính là phép đối xứng tâm Ð;. 


G2) 

Giả sử @ và Ợ' là hai phép quay có „ 
tâm Ó với góc quay lần lượt là ø và ˆ 
Ø, còn Ƒ là hợp thành của Q và -Q'. 
Với mọi điểm M khác O, giả sử 9. 
biến M thành. 3M) và Q'.biến l thành - 
1;. Khi đó, Ta CỔ, : 


(OM, OM,) = ø, (OM), OM;) = ø 
Suy ra ÔM = OM; 
và(OM, OM,)= (0M, OM,)+(OMI, ho) 

l =@+ợ. 
Vậy hợp thành Ƒ hà: phép quay tâm Ó 
gốc quay bằng @+0. : 
Từ đó suy ra : Hợp thành của một số" 
hữu hạn phép quay có, tâm ' trùng 
nhau là một phép quay với tâm đó về 


Giả sử cho. hai phép đối xửng trục Ð„- 


và Ð;y có trục a và b.cắt nhau tại -Ó, 


còn Ƒ là hợp thành của Ð, và Ð,. Lấy hai điểm A, 8 khác O lần lượt nằm ` 
. trên a, b saơ cho góc AOB: không tù và đặt ø = .(0A,OB). „ 


“ (Chú ý rằng khi đó lø| = AOB là sóc hợp bởi hai đường thẳng avà b) 


Với mọi điểm A⁄ khác Ó, giả sử Ð„ biến }⁄ thành Ä⁄¡ và Ðy biến MỊ thành Mẹ. 
Khi đó, nếu gọi #† và K lần lượt là trung điểm của a MM: và Mu! thì ta có : 
_OM =OM\= OM; 


xà (ÓM, ÔM;). = (OM, OM,) + (OM;, ÔM;) ˆ` 


=2(0H, OM\). +2(OM:, 0K) 
=2(OH,OK)=2ø.... -.- : 


: Vậy phép hợp thành Z là phép quay tâm Ø góc quay 2ø.“ 


b) Giả sử @ là phép quay tâm Ớ góc quay Ø. Ta lấy Mityb thẳng ‹ 2nào đó - 


: đ qua ‹ Ovàb là ảnh é của a qua phép quay tâm O góc quay ^ mm 2ì hợp thành 
- của hai phép đối xứng trục ÐĐự, và Ðy, chính là phép quay Ẽ (heo câu a)). - 


Cố nhiên có thể chọn ø bằng nhiêu cách khác nhâu. - 


" ©) Nếu Ƒ là hợp thành của 2 phép đối xứng có trục đối xứng đồng quy. tại o 


38, 


34. 


thì # là hợp thành của z phép quay có tâm Ó và đo. đó # là một phép quay. 


:đ) Giả sử # là hợp thành của 2m + 1-phép. đối xứng trục có các trục đều đi 
. qua Ở. Gọi Ð„ là phép đối. xứng đầu tiên, thì. 2n phép đối xứng trục còn lại 
. có hợp:thành là phép: quay Ợ tâm Ó. Ta xem lở) 1à hợp thành của hai phép 


đối xứng. trục, trong đó phép thứ nhất là Ð, và phép thứ hai là Tự. Như vậy, 
là hợp thành của ba phép. đối “xứng. trục : Ti ạ và Ki Vậy F chính là 


-phép đối xứng trục Ð;. ' 


Phép đối xứng qua điểm 7 biến A thành €. Vậy quỹ tích Œ. là vớ trồn ˆ 
đối. xứng với (Ó) qua lồ : 


Phép quay 9 tâm 7 góc quay o0° 'biến A thành B thúc thành D), phép quay 


g tâm 7 góc quảy : -90° biến:A thành Đ (hoặc thành ko Vậy quỹ tích. B và D 


là ảnh của. (@) quảÏ hai phép quậy. đó. 
Phép quay tâm Ớ góc quay 120° biến. A thành B (hoặc © và phép quay tâm  _ 
GŒ-góc quay: 240° biến.A thành €C (hoặc thành 8). Vậy quy tích B và.C là 


_ ảnh của đường thẳng ¿ qua hai phép quay nói trên, 
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38. 


36. 


- ⁄C góc quay 60° sẽ biến Á thành Z và biến . ˆ 


- 37, 


'-tiẳng 2 ,qua phép quay Q, rồi lấy giao 


“Gọi D là trung điểm của MM; thì ABGCD là hình bình hành: Do đó, điểm D 


cố định. Vì phép đối xứng qưa ‹ điểm D-biến M thành M nên BI, tích M. 3 là. 
ảnh của đường † tròn h (Ó): qua phép đối xứng đó. 
(Œh.19) ' 


Giả sử đã đựng. được tam giác - đều ABC ỷ 
thoả mãn điều kiện đã cho. Khi tối gốc ˆ - 


- CA, CB) = =+ 60”. l 
Nếu (CA, CB) = 60° thì phép dủay Ở tâm - 
đường thẳng z thành đường thẳng 2 đi qua - 
b. Vậy ta có thể xác định điểm B như sau :.ˆ 
Dựng đường thẳng Z' là.ảnh của đường. ˆ 


điểm B của Z' và b. Điểm A được xác định 
như: là ảnh của B qua Điệp quay tâm,C gốc: „_, Hình 19 

quay —60°.. Sưệc hưng : hàn : 

- Làm tương tự cho trường hợp (CA, 'CB) = —60°. 

: Bài toán có ít nhất một nghiệm hình, có thể c có vô số f nghiện Khẩi: 

Giả sử đã dựng được tam giác đều 'MNP thoả mãn điều kiện của bài toán. 
Nếu đùng phép quay Q@ tâm M góc quay 60° thì N biến thành P và hình 


_ vuông ABCD biến thành hình. vuông 4'# CD?' mà P cũng nằm trên hình 
vuông này. "Từ đó, suy ra cách dựng. 


38. Nếu Ƒ là phép đời bình biến tam giác đều ABC thành chính nó thì È phải 


biến đỉnh của tam giác thành đỉnh của tam giác đó. Ta có thể kí hiệu tam, : 


.. giác với đỉnh A, B, C theo.sáu cách khác nhau : 


32- 


ABC, ACB, BCA, BAC, CAB, CBA 


chó nên †a cố sáu phép đời hình biến tam giác ABC thành một trong sáu 
tam giác kể trên. Cụ thể là: 


a) Phép dời hình biến tam giác ABC thành tami giác ABC : Đó là phép đồng nhất... 
-b) Phép đời hình biến tam giác ABC thành tàm giác ACB : - Đó là phép đối 
xứng qua đường trung trực của cạnh 8C. . b 
©).Phép dời hình. biến tam giác ABC thành tam: giác BCA : Đó l phép quay 
-tâm Ô (tâm của tam giác đều) với góc quay. 120°. 


đ) Phép đời hình biến tam giác ABC thành tam CO BAC : Đó là phếp4 đối : 


. xứng qua trung trực của cạnh 4B: 


: ©) Phép đời hình biến tam giác ABC: thành: tam. giác CAP: Đó kc 3 pháp quay 


39. 


 b) Từ câu a), SUY TA. Nếu, gọi Ơ làt tâm. 
„ tam giác, 'đếu ABC. thì la phép. quay 


. biến Á thành A. Vậy hợp thành #-là phép. -~ 
đời hình biến bạ điểm A, Ø, .C: lần lượt 


quanh Ó với góc quay:-~1207. ; ' 
f) Phép dời hình biến tam giác ABC thành tam giác CBẠ : Đó là phép đối 
xứng qua trung trực c của cạnh AC: 

(Œh.20), 4 

a) Ta gọi C' là điểm đối xứng với điểm C È 
qua AB. Phép quay ÓQp biến A thành Œ,` ” 
B thành ð vă biến C thành,4. Phép quay. 

Ó¿ biến C' thành Z, biến: thành C và.. 


thành ba điểm B, €, . 


_ Hình 20” 


tâm Ó góc quay 120°. 


40. 


.©) Chứng mình tương tự, pấo hợp thành, của s0 và XÓy là Đhên: quay tâm Ø' 


góc quay 120”, trong đó Ó' là tâm của tam giác đều ABC". 

a) Hợp thành của Đpc và Đạp là phép quay lo) ìp tâm Bgóc quay 120. 

b) Hợp. thành của t9 'up và Ð AC là phép quay đa tâm A góc quây , 120%. 

€) “Hợp thành £ của Qg và Ó¿ là hợp thành của bốn phép đốt xứng theo thứ 


__ tự là: Đạc, Đạp, Đạp; Đục . Vì hợp thành của Đạy và Đạp là phép đồng. 


41. 


nhất nên #' là hợp thành của hai phép Đpc và b2) AC. Vậy Flà phép quay hon 
€ với góc quay 2409 (hoặc có thể nói. là góc quay — -1200. 


Nếu F là phép đời Hình biến hình vuông ABCD thành chính nó thì F biến 
tâm Ó của hình vuông thành chính nó. Vì Ƒ. biến đỉnh A thành một trong . 
các đỉnh A, Ö, €, D nên tả có các trường: hợp, Sau : 


a) F biến Á thành chính n6 : Khi đó Ƒ hoặc là phép. đồng. nhất, "hoặc là 


` phép đối xứng qua đường thẳng ÓA... : 
.: b) F biến A thành 8 : Khi đó # hoặc là phép đối xứng qua HHg trực cạnh 


_AB, Hàn là Phó quay tâm Hi SóC quay vh: 0B). 


3A - BY HÌNH HỌC 11/NG % l : : củ 33 


42. 


_. thành của bốn phép đối xứng trực theo thứ tự : 
. ĐẠo: Đạp, Đạp, Đpọ, tức cũng là hợp thành của ` 


. Khi đó, Q„ là hợp thành”của hai phép đối xứng -A 
. trục Đạo và Đạp còn Qs là hợp thành của hai' - 


e): -# biến A thành. C: Khi đó F hoặc là phép đối xứng: qua đường thẳng 


_BD, hoặc là phép đối xứng tâm O, 


D)G biến 4 thành.D : Khi đó # hoặc là Hhếp đối xứng qua trung trực cạnh 
AD hoặc là phép quay với góc quay (ÓA, ÓÐ) s 3(ÓA, Ø8): 


'®&21) 


Lấy điểm Ó sao cho t tam giác O4AB là tam. giác : 
vuông cân với góc 


(AO, AB) = (BA, BOY= 459... 


phép đối xứng trục Ð„p:và Đó. Vậy Ƒ là hợp: - 


` hai phếp đối xứng trục Đạo và Đạo. VÌAO _. `: Himh2l 


43. 


l .tâm Á, P với góc quay -. 


_. thẳng in luôn luôn. đi. ky điểm: Hà đi † 
_ cố định. . : Tự 


âï: s 


vuông. gốc với BO nên FƑ là phép quáy tâm. o gốc quay 1807, tức là phép 
đối xứng qua điểm O. Chú. ý rầng có thể xác định điểm Ó bởi điền kiện : 

Tam giác OAB vuông cân và (OB, 0A) = 90°. : thà 
Tương tự, #"là :phếp đối ae qua tâm Ø; 'sao cho :Ø'4B là tam' “ tnỢ 
cân mà (Ø4, OB) = S00. 
q22). TNG : h¬.... : 

a) đạ và Óp lần tượt là các An quay, Đề ` n= 


.AO, 4C) = ŒœcC, '#N)= 907. 


Theo bài. 42 ta có : Hợp, thành của 'Bại. SỐ 
phép đó là phép đối xứng qua điểm H . 
xác định. Vì:phép đối xứng tâm 


-biến Q thành W nên. là trung. điểm... :“f 


của đoạn thẳng 'V@;. tức 'là. đường - 


b) Gọi Đi và à Óg H là các “Thép quay con 
góc quay 90` với tâm quáy: tương. ứng .' lê. : chuyên 
là Ø và Ø' thì phép hợp thành Ƒ của . . —› cây TnỆ 


` 88 - BT.HÌNH HỌC 31/NC 


ˆ44.-: 


.., tam giác vuông cân, Vậy ọ 102040, 


vuông có cạnh lần lượt là ÁP, BC, - 
'CD, DA. Gọi 7 là tâm hình 


. và bốn hình vuông đã cho. Bởi vậy 7. 
- là trung điểm của ¡2 và O;Ó¿. 
'¿ Nói cách khác Q;¿ØzO,„ là hình 


chúng biến B thành 4A. Nhưng vì F là phép đối xứng Tâm, nên tôm” đối xứng - 


là trung điểm 1 của AB. suy Tạ tạm Han: c0; vuông cân tại đỉnh:1. 

Cách giải khác 

Phép quay tâm C góc quay 90° biến A thành 'P và biến 1 thành ?: Bối vậy, 
ta có AM .= PB và AM L PB. Ghũ ý. rằng,, 1O là đường trung bình của tam 


giác ABM và IÓ' là đường trung HE của tam TY APB Tiên ta suy 1a IÓO' 


làtàm giác ' vuông cân. 


(Œh.23) bi mi 
Gọi Ø, Ó;, Ó;, Ó¿ là tâm các hình 


bình hành ABCD thì 7 là tâm đối : 
xứng của hình gồm hình bình hành 


bình hành. Xét tam, giác ABC, theo Xi 
kết 'quả bài tập. 43.ta có 1O 1Ø là 


ñy SUGA T810) : ¬ ...... 


45. 


(24). Nhà 

Gọi ÓI, Ó;, Ó3, Ớ là tâm các hình 
vuòng có, cạnh lân lượt là AB, BC, 
CD, DẠ và .I là trung điểm của 
đoạn thẳng AC. Xét tam giác ABC _. 
và tam: giác AC? thì theo kết quả ` 
bài tập 43 ta có !ỚO; và !O¿Os là. ' 
những tam giác vuông cân. Từ đó, 
Suý ra phép - quay. tâm 7 gốc quảy kS 
-90° biến Ớ; thành @; và biến xã 
thành Øa. Do đó, “ta CÓ” 


0:0 = 0:0, và O0 + O;ØÖ¿. 


_ Hình 24 


35 


4: q&. 35). 


a) Phép quay tâm Ö góc quay $8 biến A ˆ. 
thành M.và Q thành C. Bởi vậy, biến đoạn : 
thẳng AOQ thành C. Suy Ta hai „đoạn 
"thẳng 49. _MC bằng nhau và vuông. gÓc ` 
ˆ. với nhan. 'Chú ý rằng Z là đường trung 
_ bình:của tam giác AC, cồn Z⁄Y là đường 
' trung bình của tam giác CÁO nên tam 
giác ZXY vuông cân tại đỉnh Z' : 
Dùng phép quay tâm C gốc quay 90” ía.... 
chứng minh được hai đoạn thẳng PA, BR ' 
_:„ bằng nhau và vuông gốc với nhau.. Suy ra 
XY2 là tam giác. vuông cân:tại X'. Tượng tự -.. 
` cũng chứng minh, được YX⁄ là tam giác 
vuông, cân tại TC 


_-b) Phép. quay tâm x góc quay 90°.biến điểm: A thành điểm X và. biến 


ˆ điểm Y thành điểm VÀ ) Ta hai đoạn lưng AY,XZ n nhau và vuông góc 
với nhau, 


- Hình 25 


_88 Hai hình bằng nhau. 
41. 2) Có thể Rử ở bằng nhau em] hình 26).- 


F2) La K C”. Ta 
Thị giỂnU Hình 26 .. 
_;b) Œ‹27) 


.38 H. CC 
: Hình 27 


48. 


'Giả sử AB < CD. Kê BH LCD, BH LCD". 


.' Vì góc CÁ: và " là góc tù niên các: sóc 8, G ?®` " “đêu là góc nhọn: Ny và 


Hồ giữa Ð và C, ở giữa. B' và C'. Vì bai tam giác vuông ABH và ABH' , 
bằng nhau nên có phép dời hình # biến: A, B, ?Ì lần lượt thành A', 8, H'. Dễ 
thấy rằng khi đó .Ƒbiến:C thành C'. Vậy È biến tam giác đc thành tam 
giác A'BC' nên hai tam giác đó bằng nhau. : 


œ. 28 


DI TH co 
Hình 28 


Nếu AB= cp thì kết quả là biến nhiên: ' 


-Ta có CH = CD ~ AB = C?D~— -ÄAP'SCH. 


"Từ đó, suy ra hai tám giác vuông BHC và Đ?.C' bằng nhau: Gọi # là phép 
đời hình biến tam giác BIC thành tam giác BỨC; thì dễ thấy rầngƑ biến A 
thành A' và biến D“ thành Ð'. Do đó F biến hình thang HẠNG thành hình 


: thang ABCD'. Huy hai hình thang đó tầng nhau. : 


. (h. 29). 


Hình 29 
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" Giả sử tam giác ABC có đường tròn z nội to (Ó;), đường tròn bằng tiếp 


- góc A là(ƒ;R); tam giác A'#C' có. -đường i tròn nội tiếp (G';?), đường tròn 
"bàng tiếp sóc. Alà;:R: đồng thời Ó@J= s1". Ề 


Vì OI= 'ØT nên có phép đời hình F biến Ở thành Ó" và J thành 7, khi đó F 


50. 


biến (Ó ; 7) thành (Ó";z) và biến (7; ®) thành: (7; R. Mặt khác Ƒ biến cặp ` 


tiếp tuyến chung ngoài AB và AC của hai đường tròn (Ø) và (7) thành cặp 
. tiếp tuyến chung ngoài A'B' và A'C' (hoặc thành A'C' và A'B), còn tiếp 


tuyến chụng BC phải biến thành tiếp tuyến chung ÐC". 


Suy 1a Ƒ biến tam giác ABC thành tam giác : ABC hoặc tHành. tam giác -: : 


A'C'P, tức là hai tam giác ABC" và ABC bằng nhau. 
œ. 30 


, Hình 30.` 


T -Cho hai tam giác ABC, ABC vuông tại 'các đỉnh À, An Có BC .= 'øC và, 
" đường cao AH, A'H.bằng nhau. Gọi AM, AM". là các đường trung tuyến. 

, thì AM = AM' và do đó hai tám. giác vuông AHM và: A'HM' bằng nhau. - 
-, Gọi F là phép đời hình biến tàm giác AM thành tam giác A'H'M' thì đễ 


- thấy-rằng F biến đoạn thẳng BC thành đoạn thẳng 8 ở tội thành đoạn 


ˆ: thẳng Œ' . Mu hại tam giấc đã cho bằng HnG 


51. 


Œ&3Ð- 


Hình 31 


38 - 


Giả sử tam giác AB có ba trung tuyến AM, BN, CP cất nhau tại G: tạm giÁc. 
A'BC' có ba trung tuyến AM, BN"? CP' cắt nha tại Xã và AM = AM", 
BN=BN,CP=CTP.. : 


` 'Ta lấy điểm Ð và D' Sao cho BGCD và à BGŒC ; là những hình bình thành. " 
ˆ' Đề thấy rằng. hãi tara giác GCD và ŒC. p' bằng nhau. Bởi vậy, có một phép 


5.. 


§6, 
83. 


« 


54. 


_Khi đồ JM; = kạÓ,M, = kiụOM 


thì V biến điểm C thắn điểm C¡ . 
sao cho : A'C).// AC, BC) /LBC. 


- Suy ra € trùng với C; tức là V- 


đời hình Ƒ biến G, Œ, D lần lượt thành các điểm Œ'C',D'..Rõ ràng khi đó 
# biến A thành A',B thành # nên hại tam giác ABC và AC' bằng nhau. l 

Hướng dân. Hãy. chứng mình rằng bán kính các đường. trồn tâm 4.và tâm 
Ạ' bằng nhau, bán kính các đường tròn tâm và tâm P' “bằng nhau, bán 
kính các đường tròn tâm: Cvš tâm Cˆ bằng nhậu, Suy, Tả phếp, đời hình t 


biến tam giác ABC thành tam, giác: ABC sẽ biến bình 2` thành hình Z 8 


§7, Phép vị tự.' Phép đồng dạng 


;Œ 32). 
`. Mì,AB. và 4A, song "song. 'iDME Han 
:' không :bằng nhau nêm hai hi 


thẳng AA' và BB' cắt nhau tại điểm Ø:` 
Gọi Và phép: vị tự tâm Ó tỉ số 


cũng biến Œ thành C. N. ta Có. .. 
điệu 'phải chứng minh. 


'Lấy một điểm Ä⁄ bất kì, nếu Vụ biến M thành Mà và w biến Mị thành Mại thì 


Ó,M) = kOM và 2;M,- = k&O,M,- 
Khi đó, phép hợp thành F biến M thành -. Gọi 1ï là ảnh của nói qua 'phép 
vị tự Ÿ¿,.tức là O,Ï = ` O;Ó. 


: Nếu &yl2 ta chọn điểm Ó; sao cho sị 


_a) (h.33). 


Nếu ky = 1 thì. TM; = = - 0i n nên 


MM;=O,Ï=0/0;+0;Ï=(=k,)0,0;.. 


Vậy trong trường, hợp: này ‡ là phép -. 


tịnh. tiến Đố Vvectơ-- 
= = =í¬ 1,)B6; ` 
Ð) (h. 344) 7 


-_ 0= hịO;Ó(. 


'Khi đó OsM; =O;Ï + TM; 
_ =k¿O;O) TRh0IR 
.= hhkO,M.. — 
Ề Vậy F là phép vị tự tâm Ós tỉ số kh) 
__ Chú ý rằng tâm O¿ của phép vị tự đó 9 Ấy T0 cm” 0 
° được xác định bởi đẳng thức _ ng 34 .- 
ty `. kủÄ;O;O, 
hay O;Ø)+ O0; + Ó/Ï = -hụ, ĐØ;. 
„ Suy Ta ˆ “Q0; +k&O;0; =(1-k&)0Ó;- 
: 1 n 
đo đó: Ø0: 0< =———=O Ó; 
19 — k 1 +" 


5. 


Phép vị tự tâm ø - số 5 


Cũng chú ý rằng tâm của Đệ” phép vị tự W; 9 và Ƒ là ba điểm thắng bàng : 


Mãi Ø; và Ø;. 


1 


ve : R2); Đó vị tự tâm s. 


40: 


biến đường, tròn nữN: 3 Rột thành đường tròn. 


đ$ể ` biến đường tròn (; ; Rạ) thành 


56. 


đường thẳng AB-đi qua 6. -. 


đường t tròn (” ; Rạ)- - Theo câu b) bài %, y2 họp thành của hai TIẾP vị tự 


-_ đồ là phập Vị tự; có tỉs SỐ: 


Li_ Ja n i 
1. 
và biến đường: tròn- Œ“); ®—2 thành đường tròn đã: ị Bộ. Vậy: tâm của Tiêu 


vị tự hợp thành. đó chính là điểm. Ø7. Suy Ta ba điểm: Œ ,0 ,% thẳng 
hàng. Chứng minh tương tự cho các bộ ba điểm còn lại. 


(h.35) : 
Điểm A là tâm vị tự tong của. 


'(j) và (0), B. là tâm vị tự 
ï trong . của (G) và (02). Nếu 


gọi Š là tâm vị tự ngoài của NĂNG 
(Ó J) và (;) thì theo Là ôn 


Nếu 'thày "tiếp xúc ngoài" 


- bằng "tiếp xúc trọng", đường :. ˆ: s. 
thẳng AB cũng đi qua S. 
(Chứng minh tương tự như 


` trường, nU tiếp xúc ngoài). 


57. 


_. kính AO.. - 


(h.36)- 

a) Gọi @ là trung điểm của 
GOƠỚ' thì Gï L 1A. Suỷ rả quỹ -- 
tích 7-là đường tròn đường 


b) Vì 7 là trung điểm MJM nên 


"`"... 


__ Vậy phép vị tự tâm 4 tỉ số 2 biến điểm 7 thành điểm 7. Đo đó, quỹ tích j là 


ảnh của đường tròn đường kính AØ qua ma vị tự đó. 


41: 


38. 


“Ả, Ó; thẳng hàng nên CÓ, Ð' - 


EN 


. phép vị tự V tâm Ó tỉ số k thìV-.'.- 
. biến tam giác AB. thành tam -` 


60.. 


tâm vị tự trong của (Ó¡) và (Óz) 


--AIB' - BC" Thái 
_ ¬x+xz..t 


tam giác ArB;C¡ và A'BC' bằng ` -- 
_ nhau. Đo đó có phép đời hình #- 


(372) - š `. 
Vì B là tâm vị tự trong của 2 (O2) : 
và (O3) nên Ó›„A /J ÓsB'. Vì Clà tội 


nên.Ó¡A // Ó;C'. Vì ba điểm Óy, -` 


thẳng hàng. Như vậy BŒ là: 
đường kính của đường tròn (3). 
(h.38) 


Giả sử hai tam giác ABC và 
ABC có 


Chọn một điểm O nào đó và xét... 


giác AB,C¡. Dễ thấy rằng hai 


Hình 38 


biến tam giác A1\C thành tam: : : 
giác A'BC'. Suy ra TU ki thành của ÿ và Fl phép động dạng biến ABC 
thành ABC. : : : 


a) Chú ý rằng DB” Bá =Ẻ. 


: . bởi vậy F biến tam giác ABD thành tam giác CAD. 


-B) VìƑ biến đoạn thẳng BA thành AC và vì M,.N lần lượt dua BA và AC theo 


,. cùng một ki số nên #ˆ biến thành. m5 tức là góc (DM, DM) bằng góc khác tớ 
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+ 42 


Vậy tam giác DMN vuõng tại D. 
CA. CD 
3) Dễ thấy rằng CB” CA SN 
bởi vậy Ƒ biến A thành Ð và biến 8 thành A.Do đó #* biến tam giác ABC 
thành tam giác ĐAC. : 
b) Vì Ƒ biến đoạn thẳng AB thành DA nên biến M thành N. Bởi vậy, phép 


_ 2, biến CM thành CN, súy' Ta clà phân g giác của góc MCN.. 
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68, 


Đựng tam giác AEC sao o cho A= =ớ. AC =k. 


Gọi AP' +PÐC + AC" =ứm. 


: Phép Vị tự tâm A tỉ số = sẽ biến tam giác ABC thành tam kiện ABC cân ñm. - 


Giả sử tam giác Mưết có. các đường cao AH, BI, CK và tam giác AB Ýek có TS 
các đường cao A'W, BT, lap k.4 thoả mãn : AN= AH,BI= BT, CK=CK' 


Trong tam giác ABC ta CÓ. AB: CK= BC-AH = CA.BI. 


Cũng vậy, trong tam giác ABC ta có A'P'. CK'=BC 4H CA. BI, 


BC... CA Đó W ĐỂ: 


l “Từ đó, suy ra __ÄP:. .ÉC. =——=k. 


A'B..BC'” CA 
Như Vậy, hai tam giác ABC và ABC đồng: dạng, ] Do ván có ghép đông 
dạng Ƒ tỉ số k biến tam giác ABC thành tam giác A'C'. Nhưng # biến 


b đường cao AH thành đường cao A'HƑ với A'HÏ''= = AH nên k = 1: D0 SE HỊ 


6. 


.68. 


-với a. Theo-giả-thiết-F biến ¿ thành. 


_~ Mỗi điểm của b biến thành chính nó. _ 


gióp: đời hình. bi tam Tào Xi bu tam giác ABC. : 


"` tạp ôn niệp chương l“ 


œ 39)- ` 2 
Gọi a là đường thẳng đi qua A và Á, b 
là đường thẳng đi qua ï và vuông góc.... 


chính nó, do đó # cũng biến' b thành 
chính nó. Có thể xảy ra hai trường hợp : 


Khi đó rõ Tầng ra phép. đối xứng qua. 


đường thẳng b. Ụ  c _ Hìmh 39 


— Mỗi. điểm. của b biến thành điểm đối xứng qua ï. Khi đó, tương tự như si 


- bài tập 14, ta có thể chứng 1anh rằng # là phép đối xứng qua tâm 1. 


MìEF không phải là phép đồng nhất nên có điểm A không trừng với ảnh A' 
- „Nếu A' đối xứng với A qua ƒ thì theo bài tập 64... chính là phép đối xứng : 
-. trục qua đường thẳng đ đi qua:7 và vuông góc với ÁA', hoặc lã phép đối 


xứng qua tâm ï (tức là phép quay tâm Ï với góc quay 180). 


4. 


Bây giờ xét WÑNng hợp A' không đối xứng với A qua Ï, tức là ta có. tạm giác. 
+AA'. Gọi A" là ảnh của A" qua phép F. Khi đó, F ĐiẾU tam giác IAA' thành - 
tam giác jA'A". 


._ Cố thể xây Ta hai trường hợp : 


66. 


G1. 


“Nếu ta lấy điểm AM; sao cho AM JMWM:¿ l hình 


"Giả sử phép đối xứng trượt F có trục đ và  '- 
_ vectơ trượt ? , phép đối xứng trượt Ƒ" có trục - 


— A" trùng với A. Khi đó, nếu gọi Ở là trung điểm của AA' tầ ⁄J cũng là 
trủng điểm của 4'4" nên Ƒ biến J thành 7, Suy rạ # biến mọi điểm của ˆ_ 
đường thắng L8 thành chính nó. Vậy Ƒ là phép. đối xứng qua đường thẳng J7 

~ 4” không trùng với A- :Khi đó ta có IA =TA. = TẢ" và ŒA, 1A) = ŒA', TA") nên 
nếu gọi Ở là phép quay tâm. ] góc quay ø= ải 14) thì 9 biến: tam giác 


-1AA' thành tam giác TA'A" nên Q chính làầƑ.. 


Vì Ƒ biến (Ó) thành chính nó nên la Biến điểm: m) thành chính nó. Vậy theo “ˆ 
bài.tập 64, Ƒ là phép quay tâm Ó hoặc là phếp đối xứng qua tiờng thẳng đ 


. chứa điểm OÓ. 
Trường hợp là pháo: quay. tâm, :Ó 


Nếu góc quay: là 1807 đi đó #. là phép đối › xứng qua điểm O) thì hiển 
nhiên trung điểm của MM..là Ó. Khi đó duỹ tích của tụng điểm:A⁄M' là điểm O. 

Nếu góc quay khác 180” thì rõ rầng độ đài dây cung MM” không đổi, do đồ' 
quỹ tích của trung điểm AM' là đường tròn tâm Ó.. 


`, Trường hộp F' là phép đối xứng qua đường. thẳng d ( đi qua o jẻ 


Hiển nhiên trung điểm của MM' nằm trên ở và đo đó quỹ tích t trung điểm 


_đó là một. đường kính của đường Viện: 
a)(h40) - 


Bên Ty ng ác Ð biến M thành £c NI 
3í và T biến 1; thành 3⁄.. Như vậy, nếu PƯNG 
là hợp thành của và Ð thì F biến Mƒ thành Mr. _ 


chữ nhật thì rõ ràng 7 biến 1/ thành M, và Ð 


biến Ä⁄¿ thành 4. - Vậy Ƒ cũng là hợp thành - 
của 7 và Ð. 


b) Hiển nhiên. ˆ 
©) Œ41) 


ˆ Mình 40... 


đốt xứng đ và vectơ trượt Y. Kí hiệu Ð, Ð' -.. 
lần lượt là phép đối xứng có trụè đvà đ,T 7” Hình 4 


-và 7" lần lượt là các phép tịnh tiến theo vectơ ÿ và ÿ'. Như vậy F là hợp 
thành của 7 và Ð, Ƒ" là hợp thành của:Ð' và 7. Suy ra hợp thành của ƒ và 7 : 
là hợp thành của bốn phép : 7, Ð, Ð' và 7". ' .. 
Vì đ /đ nên hợp thành của Đ và Ð' là một. phép tình t tiến. Vậy tớ thành 
F.vàƑ' là hợp thành của ba phép tịnh tiến và do đó Tà một phép: tịnh tiến. l 
dì. 42) 


Gọi:Ð là phép đối xứng "trục, với trục Ti 
:đường thẳng -đ,7 là phép tịnh tiến theo 
vectở v, còn F là hợp thành cửa Ð và T. Tạ... 
. có thể tìm được hai vectơ vị và v; sao cho 


ñ Song song với đ, 32 Vưông: góc với. đ.và. - 
ÿ.=w,+9;. Nếu ta gọi Tị và 7; lần lượt là... 
'các phép tịnh tiến theo các vectơ-Y và ?2- '- 
- _thì 7 là hợp thành của 7; và Tị. Nhưng +vì ' 

®. vuông góc với đ nên 7; có thể xem là. 


l _Bình 42. 


_ hợp thành của hai phép đối xứng. trục. THỊ và Đ›ị‹ có “trục song song với ả.. 


Tóm lại, F là hợp thành của bốn. phép Ð, Đy, bà và Tị. Nhửừ đã biết, hợp ˆ 
thành của ba phép đối xứng trục Ð, Ð\, Ð¿ (cỗ trục song song). là phép đối. 
xứng trục Ð¿ có trục Song song với đ. Vậy Ƒ là hợp thành của Ð; và 7: với 
vectơ tịnh tiến của Tị Soúg song với trục đối: xứng của mài nên ƒ là phép - 
,. đối xứng trượt. : 

e) Œ. 43) 

Giả sử @ là phép quay- tâm Óv và c2) là phép. _- 
đối xứng qua đường thẳng đ, Ƒ là hợp 
thành của @ và Ð. Ta có thể xem phép ˆ 

„ quay Ở là hợp thành của hai phép đối xứng “` 
Đị:và Đạ có các trục đối xứng đi qua Ó, ` 


đ[ ` - | 


trong đó trục của Ðz song song với đ.Như-.. .j}- 
vậy # là hợp thành của ba phép đối xứng : 


Ðu,ĐyvÀÐ, : . Hình 43 
Những hợp thành của buyi và Ð (có trục đối xứng song song) là phép: tịnh 


tiến và dợ đó # là hợp thành của một phép đối xứng Và một Hư tịnh tiến 
nên theo câu đ), # là phép đối xứng trượt. 


: Âu Suy ra từ câu đ) và câu e). 
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68. 


(449) 


: In 7 là phép tịnh tiến “theo vectở _. 


69. 


.đoạn thẳng BỊP nếu Bị khác ?, còn nếu ị- 
_trằng B' thì lấy đ; là đường thẳng A'P, 


tà Đ; qua đường thẳng đ; biến Á' thành - 


vy= AA'. Khi đó T biến A thành A' và biến - 
B thành. B;. Gọi đ; là đường trung trực của ' 


Hiển nhiên khi đó 4; đi qua A' và phép đối. . 


' và biến. thành E, Vậy hợp thành Ƒ. 


à T. và Ð; sẽ biến Á thành A' và biến B BnG ` _Hìh.44 _ 


thành P'. Suy ra Ƒ là phép đối xứng trượt. cho thai xã 


Lấy hai điểm A,:B phân biệt nằm trên đ và gọi A' =Ƒ' @), PB.=F@): Gọi I,. 
Ở lần lượt là trung điểm của AA' và BbP. 


Trường hợp hai điểm 1 và J trùng nhau 


bế Khi đồ, phép đối xứng qua Tiến điểm M c2 mm điểm Mị € ở sao cho 


MỊA'= -MA, M;B = MB. 


Suy #M 1 trùng. Ms -FQM. Vậy trung điểm MM' ca là diễn nx 


_ Trường hợp hai điểm], J phân biệt 


79. 
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Ta gọi Ƒ“ là phép đối xứng trượt biến Ạ thành A' và biến B thành g. Trụ 
của phép đối xứng trượt.chính là đường thẳng 'đđi qua ï và J. Khi, đó, với 
mọi điểm M e a ta có M' =# bo F di. Vậy My điểm. các đoạn thẳng 


›M/ƒM) cũng nằm trên đ. 


IS 


: $ „ Hình 45- 
ˆ a) Vì hai tấm giác OAB và Œ'A'E' bàng nhau nên có phép dời hình F biến 


€ thành Ø, biến Ä thành A' và biến  thành:7'. Hiến nhiên Ƒ cũng biến 
 () thành (lÓ, 


- 
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b) Gọi ƒ là phép đối xứng trượt có trục là OØ' và vectơ trượt là ÿ =OOl thì ` 


rõ ràng ƒ biến: Ó, Ä, B lần lượt thănh: GA, P. Vậyz7 trùng: với È. Từ đó, 
" suy ra trung điểm của MM' luôn: Tuôn nằm trên đường thẳng 00. 


.). 'Với điểm M bất kỳ niếu V biến M thành: ' và T biến MỸ thành 1" thì" 
biến 3 thành Xứ" Bởi vậy F biến điểm 1 thành điểm 1: nếu V. biến Ị thành Ƒ 


_ vàT biến Ƒ thành 7, khi đó Oï= tôi ` và TỶ=ÿ.. 


Từ đó, suyTa DIẾn ðI' =3 8Øï- tồi su. 0Ïš~ 
Vậy điểm Thoàn toàn xác định. 


b).Với điểm. M. bất Kì, nếu ƒ- biến M thành 3⁄ thì om' >= KOM, nếu 7 biến 


° _Äƒ thành M” thì M'M" tn Tù đó, suy Tạ OM'= -tOM 


=Bf-iö- +ỚN ~ 1ô) 
_.- +ØïÏq- -Đ= -KIM. DuẾ  sểM bấy Vu: œ®- 


: Nhưng từ từ biểu thức sắc định † là cổ '0Ïq- -Ð sỹ 


Ngoài ravì  M'M° M”= =8 điên n TM” - Tú = ÿ Ÿ hay -  nm IMÌ-ÿ.. 


__ Vậy đẳng thức ) trở thành TM” = kTM.. 
Đo đó, phép Ƒ biến M thành M chính à phế ị tam sốk, 


72. 


hình vuông PQMN thì có phép vị tự. 


(h.46) 

Giả sử đã dựng được hình vuông " 
ABCD' thoả mãn điểu kiện của bài -- 
toán. . Gọi 7 là trung điểm của đoạn. . 
thẳng P@:thì OJ là đường trung trực 
của PØ nên cũng là đường trung trực 
của DC và do đó cũng là đường trung `. 
trực của Á4B..Từ đó suy ra, nếu dựng 


tâm biến bình vuông: POMN tên, Dệt mở ĐC UDS 


"hình vuông _ ` Hồnh4 6 
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Cách S5n, 


Dựng hình vuông POMN. n giao 3 điểm, C*xà C' của đường thẳng IM và 
đường trồn, lấy g giao, điểm D và D' của 1N và đường tròn (ta kí hiệu sao cho 


. hai điểm C, D nằm về một phía đối với đường thẳng ?O). Gọi các điểm B, A, 


73. 


- ( đường kính PO. 
~ Vậy quỹ tích của điểm 4 là đường tròn 
. đẾĐ ảnh của @& qua phép vị tự V. Nếu 


4. Tỷ 
` '.,Trên đoạn: thẳng AC lấy điểm M saơ cho `. 
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“Gọi V là phép vị tự tâm P tỉ số k = 2 thì ` 


`:Vì 7 là trung điểm: của AE nên QI L AB: 


' Khi đó, ta có —— —— 


Ø, A' lân lượt là bình chiếu của các điểm Œ, D, CŒ', D' trên đường thẳng P9. 
nh: được các hình vuông .ABGD và A. 2C Đ thoả mãn điều kiện của bài toán. 


Gọi [là trung điểm của AB thì. Hi = = ĐÁLHE,- cWc 


bởi vậy PM = PẢ+ PB =2PI._ 
V biến điểm 7 thành điểm.M. 


Suy ra quỹ tích của điểm Ị là đường tròn ˆ 


_ ta lấy Ø“sao cho.PO' = 2PO thì (6) hà. „h4 


đường tròn đường kính PƠ'. ' 
(h⁄48) 


AM = AB = AD, 


AM _ AB _42. 
AC” “AC - -2 


Ngoàira- AM, AB)= 45 và : 
(AM, 4D)= :-459, 


Suy mà, phếp vị tự V tâm Á tỉ ố ` —=- 


' biến điển C' thành điểm.M và phép quay Q- 
-tâm Á gốc quay 45° biến điểm Ä thành điểm B. Vậy) Tiếu gọi F là phếp hợp 


thành của V và @ thì Ƒ biến C thành Ö. VI: † quỹ tích của € là đường tròn 
(Ó), nên quỹ tích của ÿ lä ảnh của đường tròn đó quạ phép đồng đạng Ƒ. 


- Đường tròn quỹ tích của 8 có thể xác định như sau :. 
Gọi AR là đường kính của (0) và PO là đường kính của (Ø) vuông góc với AR : 
(ta kí hiệu các điểm P, Ø sao cho (AR, ÁP) = 45°). Khi đó đế thấy rằng phép - 
đông dạng Ƒ biến AR thành AP. Vậy quỹ tích ð là đường tròn đường kính ÁP. 


Tương tự, ta được quỹ tích Ð là đường tròn đường kính AO. 


Bài tập trắc nghiệm chương ` ˆ 


1. @®). s3, (Bì °: ANH _ . : 
6Œ. 7Ð) .8(. 9%). — 10.0). 
1L. 120). 13⁄0)  14@Œ) 15.0). 
16.Œ). - 17(Đ. — 18(A) 190. hi 
2L. 22 Đ. "N "- TT. 
4A-BTHÌNHHỌC TƯNG | : 


. BƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG 
-TR0NG KHÔNG GIAN. 
QUAN HỆ S0N6 S0NG 


_ˆA - KIẾN THỨC CƠ BẢN VÀ ĐỀ BÀI 


§1. Đi cương về đường thẳng và mặt phẳng 


~ CÁC KIẾN THỨC cơ BẢN 
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1. Các tính chất thừa nhận 

3) Có một và chỉ một âường thẳng đi qua gWất điểm phân biệt cho trước. 
b) Có một và chỉ một mặt phẳng đi qua ba điểm không thẳng hàng cho trước. 

©) Tôn tại bốn điểm không cùng nằm trên một mặt phẳng. c 4 
đ) Nếu hai mặt phẳng. phân biệt có một điển Chung thì chúng. có một. 
đường. thẳng chung ME nhất chúa tất 4 cả các điểm: kG/ của "hai mặt 
phẳng đó. 

©) Trên, mỗi mặt phẳng, các kết quả j đã biết trong hình Mã phẳng đâu Min 


—2. Định lí 


Nếu. một đường thẳng đi qua hai điểm bu. biệt của Trột mặt phẳng thì 


..mội điểm của đường thẳng đều nằm trên mặt phẳng đó. 


3. Các điểu kiện xác định, mặt phẳng 
Một mặt phẳng được xác định nếu biết một trong ba điều kiện Sưu 4y: 
a) Đí qua ba điểm không thẳng hồng ; 


®) Đi qua một đường thẳng và một điển tuÿ thuộc Xường thẳng lên 


c©) Đi qua hai đường thẳng cắt nhau. 

4. Hình chóp có đáy là một ẩa giác và các mặt bên đêu là tam giác cá 
chung một đỉnh (đình của hình chóp). 

5. Hình tứ điện ABCD là hình gôm bốn tam giác ABC, ACP, ABD, BCD, 
trong đó A, B,C, p là bốn điểm không. đồng thẳng, 
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II- ĐỀ BÀI 


1. 


Chứng minh rằng : Một mặt Nc và một đường thẳng không nằm 1 trên 


-'mãt phẳng. đó có không quá một điểm chung. 


, Cho mặt phẳng (P) và ba điểm A, B, C nằm ngoài mp(P). Giả sử đoạn 
- thẳng AB và đoạn thẳng BC đều : cắt TP Chứng minh rằng đoạn. thắng : 


AC không cắt mp(P).. 


Cho n điểm (n > 4) trong đó không có bốn “điểm nào đồng phẳng. Thu : 
mình rằng:không có:ba điểm nào trong. chúng thẳng hàng. 


. Cho n điểm (n >4). trong đó bất kì bốn điểm nào cũng đồng phẳng, Chứng 


tỏ rằng n điểm đó đồng phẳng. 
Cho bốn điểm 4A; B, C, Ð không đông, phẳng. Hải điểm phản biệt M, N 


.nằm trên đoạn thẳng AB và hai điểm phân biệt ï, ƒ nằm trên đoạn thẳng 


CD. Chứng minh rằng bối. điểm M, NÑ, 1, 7 không đồng: phẳng. 


Cho bai điểm cố định A, B nằm về hai phía của mp(P) cố định. Gọi M là " 
một điểm chuyển động bất kì trong không gian. Chứng minh rằng nếu hai. 


: đường thẳng MA, 3ð lần lượt cắt mp(P). tại ai điểm A,PĐ PhAG: biệt thì 


10. 


11. 


đường thẳng AĐP đi qua một điểm cố định. 


Cho bốn. điểm không đồng. phẳng A,B,C, D. Gọi M. Ä lần lượt là trung _„ 
điểm của AC và BC. Trên đoạn BD lấy điểm P sao cho BP= - 2PD. Ệ 
a) Tìm giao điểm của đường thẳng.CÐ với mp(MNP). 

b) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (MNPY và (ABĐ). 


Cho bốn điểm không đồng phẳng A, BC, D. Gọi M, Ni1ân lượt là trung 


điểm của AD và BC. 
ä) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng (MBC) và (NDA). 
b) Cho 7, 7 là hai điểm lần lượt nằm trên hai đoạn thẳng AB và AC. Xác: 


_ định giao tuyến của hai mặt phẳng (MBC) và (7D). 

-, Cho:ba tia Ớx, Oy,:Óz. Trên các tia Øx, Óy, Óz lần lượt lấy các cặp điểm A - . 

và Á, Bvà?, C và C' sao cho BC cắt B.C' tại M, CA cắt CA' tại NvàAB ' 
cắt A'P' tại.!. Chứng minh ba điểm 1, N, I thẳng hàng. 


Cho bốn điểm 4, B, C, D không đồng phẳng. Gọi 7, K.theo thứ tự là tú 


điểm trong của các tam giác ABC và BCD. Giá sử đường thẳng IK cắt mặt l 


phẳng (AC?) tại J..Hãy xác định giao điểm 7 đó. : 
Cho bốn điểm. không đồng phẳng 4, B, C, Ð ; GŒ là trọng tâm của tạm K 
AẠCD. Các điểm M,.N, P lần lượt thuộc các đoạn thẳng AB; AC, AÐ Sao cho 
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MA: NC _PD _1 
MB NA PA 2 
Gọi 1,Jlân lượt. là các giao điểm c của đường thẳng MN: với 8C và à MP với BD. 
ả) Chứng minh rằng. các đường thẳng MG, Pl N đồng phẳng. 


-b) Gọi E, Ƒ lần lượt là các trung điểm của CD, NI ; H là giao điểm của 4G 
với BE; K là giao điểm của GF với mp(8CD). Chứng minh rằng các điểm 
. HKL, .J thẳng hàng. 


12. Chỏ hình chóp / s.4BCP: Trên cạndi sC lấy một điểm E không trùng với hai _ 
điểm S$ và Œ. 


4) Tìm giao điểm: F của đi thẳng sD với mp(ABP). 


b) Giả sử AB không song song với CD, xe chứng tồn ba đường thẳng 
- AB,'CD và EF đồng quy. 


- 13. - Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một hình bình hành, O là tâm của la đầy ; Hào 
3, N lần lượt là trung điểm của SA, S$C. Gọi (P) là mặt phẳng qua M, N và B, 
a) Tìm giao tuyến của rhặt phẳng (P) với các mặt phẳng (SAB), (SBC). 
b) Tìm giao điểm 7 của đường thẳng SØ với mp(P) và giao điểm K cửa 
' đường thẳng SD với mpŒ?). - : 
c) Xác định giao tuyến của mặt phẳng œ® với mặt phẳng GÁD) Và. mặt .. 

- phẳng (SD€). s ` 

đ®) Xác định các giao điểm E, F cha các “đường thẳng DA, la với mặt 
_ phẳng (P) và chứng tỏ rằng ba điểm E, B, F thẳng hàng. 


_14.. Cho tứ điện ABCD. Hãy xác định thiết điện của hình tứ điện ABCD khi cất SẼ 
bởi mặt ặt phẳng (MND) trong các trường Rẻ dưới đây (h.49) : l 


ì Hồn 40 To 


lễ. Cho hình chóp; S.ABCD có đáy là hình thang (AB lì CB, AB> CÐ). Gọi 1ự 
theo thứ tự là trung điểm của các cạnh SB và SC. 


52. 


16. 


17. 


- a) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng (S4D) và (SBC). 


b) Tìm giao điểm của đường thẳng $D với mp(AJ). 
c) Xác định thiết diện của hình chóp S:ABCD cắt bởi mp(Ai7). 
Cho hình chớp tứ giác SABCD ; A là một đường thẳng nằm trong 


.mp(ABCD) sao cho A song sơng với. BD, 4ƒ là trung điểm cạnh S4. Hãy 


xác định thiết điện của hình chóp S.ABCP khi cất bởi IHPCM: A) Hệ các 
trường hợp- sau đây: 


a) A không cắt cạnh nào của đáy. ABCD. 


b) A đi qua điểm Œ. 


-€)A cắt hai cạnh BC và CD tại hai điểm ï và 7. 


đ) A cất hai cạnh AB, và AD tại hai điểm 7 và Ƒ. 
Cho tứ điện ASCD. Gọi E là điểm 'đối xứng cửa A qua điểm C. Xác định ` 


. thiết điện của hình tứ điện khi cất :bởi mặt phẳng đi qua B, E và một điểm 
_ F trong các trường hợp sau đây : 


a) Ƒ nằm trên đoạn CD' và không 4 trùng với = và Ð. 


ˆ :b) Ƒ nằm trong tam giác ACD. 


18. 


9, 


20. 
:..... minhrẳằng các đường thẳng. đi qua mỗi đỉnh và tâm đường tròn nội tiếp của 


21. 


-:©) F nằm trong đoạn thẳng Dp' ( là trọng tim G của tam giác ABC. : 
'Cho hình chóp S.ABCD có đầy là tứ giác lồi. Mặt phẳng (P) đi qua SA và , 


chia đáy hình chóp thành hai phần có diện tích bằng nhau. Hãy xác định ˆ 
thiết diện của hình chớp khi cắt bởi mp(P). v ; 


Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a..Gọi ƒ là trung điểm của AD,J gm 
điểm đối xứng với D qua Œ, X là điểm đối xứng với D qua 5. : 


- a) Xác định thiết diện của hình tứ điện khi cắt bởi mp(J7K). 


b) Tính diện tích thiết điện được xác định Ở câu a).. : 
Cho tứ điện ABCD thoả mãn điều kiện AB.CD = AC.BD = AD.BC.. Chứng 
mặt đối điện đồng quy tại một điểm. 

Cho tứ điện ABCD. Hai điểm M, ẹN lân lượt. nằm trên hai cạnh A4 và AC 
sao choệc z m Một mặt phẳng (P) thay đổi luôn chứa MỊN, cắt các 
cạnh CD và BD ân lượt tạ E vàƑ. SG với 
a) Chứng minh rằng đường: thẳng, EF luôn đi qua một điểm cố định. 
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b) Tìm tập hợp giao điểm 7 của ME.và NF: ` 


` e) Tìm tập hợp giao điểm 7: của MF và NE. 


§2. 'Hoi đường thẳng song song. 


lo - CÁC KIẾN 'THỨC cơ. BẢN. 


ˆ_ Nếu ba mặt phẳng, cắt nhau theö ba. giao tuyế ến phân biệt thì ba giao hon 


SE, Hai đường thẳng gợi là Song song nếu chứng ‹ đông § phẳng vị và không ‹ cá 
l điểm Chung. . 


2. Hai đường thẳng được gọi. dài chéo nhau niếu chúng không + cùng nằm 


trong một mặt phẳng. 


3. Định lí về địao tuyến của ba mặt 'phẳng 


đó “hoặc đồng. quy hoặc đôi-một song sớng. 


` 


4. Nếu hai mặt phẳng phân biệt lân lượt _s/4 quả bai đường Ti song Song 


thì giao tuyến của chúng (nếu có) song song với hai đường thẳng đó (hoặc - 


. Trùng với một trọng hai Sường thẳng äó)... 


* hấ Bà đoạn thẳng nối ï trưng ‹ điển các cạnh đối điện. của một tứ điện đồng quy 
tại trung điển G của. mỗi đoạn. ĐiểnG đó sọi là trọng tâm của tứ điện. 


6, Một mặt lphẳng được xác. định nếu nó _ qủa hai. “đường thẳng s SO'g' song. 


lỊ “ĐỀ BÀI 


22. 


23. 


.ã4 


Trong các mệnh để sau, mệnh để nào đúng ? Nộ, 


a) Có thể tìm được hải đường thẳng Song: song. cùng cắt hai đường t thẳng : 
- chéo nhau cho trước. : : l 


b) Có -thể tìm được hai đường thẳng, cất nhau cùng cắt hai đường, thẳng 


chéo nhau cho trước. 


€) “Không thể tìm được hai đường thẳng song song hoặc hai đường thẳng 


cắt nhau .cùng cắt hai đường thẳng. chéo nhau ch. trước. 


Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một tứ giác Tổi. Chứng mình rằng các cặp 


ĐA; 8C Và AD ; §C và.AÉ; ÑÐ và AB; SD và BG. 


“đường thẳng sau đây chéo nhau : S4 và BC; SA vàCD ; SB và CD ; SB và 


& 


24. 


Cho hình shiấp tứ giác S.ABCD c6 AD cất BC. Hãy tìm điểm M nằm. trên 


`, cạnh SD và điểm N trên cạnh SC sao cho AM // BN.. 


.__25, : 
Ổ... #lần lượt là trung: điểm của. các. cạnh bên SA, SB, SƠ. và L§D. Chứng 


26. 


.21: 


Cho hình chóp. tứ giác .‹S. ABCD có. đáy là. một tứ giác lồi. Gọi M, N, TR 


minhrằng : - 
a) ME MÁC, NF1IBD; 


b) Ba đường thẳng ME, NF và so re: là ch, điểm của AC và -BP) 


đồng quy ;. 

c) Bốn điểm #, N, E, F đồng vn, 

Cho hình chóp tứ giác Š.ABCD có đáy là hình chữ nhật. Gọi M, Ñ, E, ,F lần 
lượt là trọng tâm của các tam giác SẠB, SBC, SCD và.SDA. Chứng tượng 
rằng : Đc để SE 

a) Bốn điểm M, N, E F đồng phẳng ; š 

b) Tứ giác. MNEF là hình thoi ; 

c) Ba đường thẳng ME, NF và SOÓ đồng quy @o là giao ¿ hiếu của a2ÁC và BD).. 


Cho tứ điện ABCP. Gọi 7 và 7 lần lượt là trung điểm ‹ của ĐC và BD-; E là, 
một điểm thuộc cạnh AD khác với A và D. : 


3) Xác định: thiết diện của hình tứ điện khi cắt: bởi. mp(E). 


r b) Tìm vị trí của điểm E trên AD sao cho thiết điện là hình bình hành. 


28. 


c) Tìm điều kiện của tứ điện ABCD và vị trí của điểm _ trên cạnh mã để ˆ 


thiết diện là hình thoi. 


Cho hình chớp S.ABCD có đáy tà Tnột tứ giác côi. Gọi M và N lần lượt là 
trọng tâm của tam giác SÄB và SẠD ; nà là trung điểm của Cỡ... 


..a) Chứng: minh rằng MN ƒJ BD. 


bỳ Xác định thiết điện của hình chóp: S.ABCD khi cắt thối rmp(MNZ). - 
c) Gọi H và Ƒ lần lượt là các giao: điểm của mp(MNE) với các cạnh 5B và 


` -;$D. Chứng minh rằng LH //BÐ. 


29. 


'30.. 


Cho tứ diện ABCD. Chứng ninh rằng : 


a} Các đoạn thẳng đi qua mỗi đỉnh và trọng tâm của mặt.đối diện đồng duy 
tại một điểm G và điểm G chia trong mỗi đoạn thẳng đó theo tỉ lệ 3: 1 kể 
từ đỉnh đến trọng tâm của mặt đối điện ; ni Ề 


b) Điểm G là trọng tâm của tứ diện ABCDĐ. - 
Cho tứ diện đều ABCD có 2 cạnh bằng z. Gọi M và N lần. lượt; hang điểm 
của CÐ và AB. ` ỉ Ề 


| ch 


a) Hãy xác tình điểm/ = AC, /Ứe ĐNs Sao cho soi Hi BM. 
_b) Tính độ đài đoạn thẳng T7 theo a. 


. 31.. Chơtứ diện ABCD và bốn điểm M, X, E, Ƒ lần lượt nằm trên các cạnh AB, 
l ĐC,CD và ĐA. . Chứng minh rằng : 
.MAẠ. NB ba FD- 
4) Nếu bốn điểm M, N,E, F đồng phẳng thì —— TB NC ED TA 1; 
: ~ MA. WNE EC `FD An TƯ N EBONLo 
i Đ) Nếu MB ˆNC ED TẠ =1 thì bốn điểm M, N, E, # đồng Phậng. 
32. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là bình bình hành. M là trung điểm của SC, 
wWh trung. điểm của 0B (@là giao điểm của 8D và 4Ó). 
a) Tìm giao điểm ï ( của SD và mặt phẳng (AMN). 
SĨ : 


(0 ti. 


$- Đường thẳng song song với mặt phẳng - 


¡~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


“1. Một đường thẳng và một mặt phẳng đợi là “ông song với: nhau nếu 
_ chúng không có điểm chưng. 


.. 2. Một đường thẳng (không nằm trên mg(P)) Sông song với mp(P) Khí \ và 
Chỉ khi nó song song với một đường thẳng nằm trong (P)... 5 


-.-3.'Nếu mp(Q) ải qua đường thẳng 4 (mà a song song với mụ(P)) thì giao 
tuyến của „mp(P ) và m{Q) ứ nếu có) Song song với a.: 


4. Hai mặt phẳng cắt nhau Cùng song Song với một tớ: thẳng thì giao 
tuyến của chúng song song với đường thẳng đó. : 


5. Một mặt phẳng được xác định nếu nó đi qua đường thằng ø a và song ` 
Song với đường thẳng. b trong để bvàa chéo đ AM: 
". x ĐỀ BÀI - 


33. “Cho hai hình bình hành 48ŒCÐ và ABEF không cùng nằm trong một mặt 
_ phẳng, Gọi Ó, Ở' lần lượt là tâm của các hình bình hành ABCD và ABEF ; Gì, 
G; lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABD và ABE. Chứng minh rằng : 


56. 


34. 
_..: cạnh CÐ không trùng với C và Ð. Mặt phẳng {P) qua MỊN và song #tẽ 
' với BC. 


:a) OỚỞ song song với các mặt phẳng (4D) và (BCE) ; 


b) G¡G; song song với mặt phẳng (CEF ). 
Cho tứ điện ABCD. Gọt 1M là trung điểm của AB và 4 lã một điểm thuộc 


a) Hãy xác định thiết diện c của hình tứ diện khi cắt bởi mp(P). 
b) Xác định vị trí của điểm N Trên CD sao cho thiết điện là một hình bình 


. : hành. 


35. 


Cho tứ điện ABCD. Hãy xác định thiết điện của hình tứ 'diện ABCD khi cắt 


bởi mặt phẳng (P) trong mỗi trường, hợp sau : 


a) Mặt phẳng {P) đi quá trọng tâm lo của tứ điện,. qua ‹ điểm * thuộc cạnh . 


__BC và song song với .AD. 


36. 


37, 


39. 


b) Đi qua trọng tâm của tứ điện và: ì song song với BC và AD. 


Cho hình chớp S.ABCDĐ có đáy là hình bình hành. Gọi là trung điểm của 
cạnh SC ; (P) là mặt phẳng qua AM và song song với BP. : 


_ 8) Xác định thiết diện của hình. chóp khi cắt bởi mpŒ). 


b) Gọi Evà F lần lượt là giao điểm của (?) với các cạnh S8 và SD. Hãy tìm - 

tỉ số điện tích của tam giác $ME với tam £ giác SBC và tỉ số điện tích của 

tam giác SMF với tam giác SCD. 

€) Gọi K là giao điểm của ME với CB, 7 là giào điểm của MƑ và Cb. Hãy 

chứng mình. ba điểm K, A,.7 nằm trển một đường thẳng Song song với kF - 
EF 7 : Si 


và tìm ở số —— 
K 


Cho hình chóp S.4BCD. Một: mặt Đón, œ cắt các cạnh SA, SB, SC, §D 
lần lượt tại A', #, C,D.. 

a) Tìm điêu kiện của mp(?) để tứ giác A'B'C pI là hình tháng. 

b) Tìm điều kiện của mpŒ) để tứ giác AĐC Đ là hình bình hành. 


.. Cho tứ diện ABCD. Trọng tâm G của tam giác 'ABD, điểm ï nằm trên cạnh 


BC sao cho BI = 2IC. Chứng mình rằng 1G song song với mặt phẳng : 
‹4ACD). 


Cho tứ diện ABC?D. Một mặt giãn ớ) đi động luôn Song song với AB và 
CD lần lượt cất các cạnh AC, AD; BD, BC tại M, N, E, t. 


a) Chứng minh rằng tứ giác MNEF là một hình bình hành. 
b) Tìm tập hợp tâm:7 của hình bình hành MWEF. „ 
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_&. Hơi mặt phống song song 


. 1= GÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN _ 


1. Hai mặt phẳng gọi là song song với nhau nếu. những không có điển chưng. 
2. Nếu mặt phẳng (P) chứa hai đường thẳng a và b cắt nhau về cùng Song 
Song với mặt phẳng (Q) thì (P) song Sông với (Q). 
3. Qua một điểm ngoài một mặt phẳng có một và chỉ một mặt phẳng song 
"sông với mặt phẳng đó.- _ : : 

¬ Á, Nếu đường thẳng đ sông: song với biệt phẳng ( l9) ) thì qua a có một và chỉ 
một inặt phẳng (P) song song với mặt. phẳng (O).- Ề 

- 5. Nếu hại mặt phẳng (P) và (Q) Soig Song thì mọi mặt phẳng (R).đã cắt 
(P) thì cắt (Q) và cát giao THYẾP. của chúng song song. 

“Ố, Định lí Ta-lét : Ba mặt phẳng đôi một song Sôngrẻ chắn ra trên hai cát 
tuyến bất kì các đoạn thẳng tương ứng tỈ lệ. - 
-7. Định lí Ta-lết đảo : Giả sử trên hai đường thẳng a và a' chéo nhau lân ' 
lượt lấy các điển A, B, C và A”, B', C' sao: cho si 


AB _ BC _ CA. 
„ ,A'R'. BC”: CAI” - . . 
Khi đó, bộ đường thẳng AA, BB, CC' lần lượt nằm: trên bà mặt phẳng : 
vn SƠN SOHS, tức là chúng cùng Song Song với một mặt phẳng. : 
và 8. Hình lăng trụ cô hai đầy là hai đa giác nằm trên hai mặt phẳng song ` 
Song ; các mặt bên đêu là hình đng hành ; các cạnh bên bằng nhau và đôi - 

„ THỘI SOng sOHg. 

_9. Hình hộp là hình lăng trụ có ø Ay ñ hình bình )ếÖh,ÿ bốn đường nếu 
của hình hộp đông khôi tại trung điển của mỗi đường, điểm. s4 gọi là tâm 
của hình hộp. - : : 

10. Hình chóp cụt cỗ hai đáy nằm trên hai mặt phẳng Song song ; Šác mặt 
bên đêu là hình Iêk5 ; các đường thẳng chúa các: cạnh bên đồng quy tại .. 
một điểm. B : : Ề : : 


Xa\ 
+ 


II - ĐỂ BÀI 
40. Trong các mệnh đề sau, mệnh để nào đúng ? 
ˆ '8) Nếu một đường. thẳng nằm trên một trong hai mặt phẩg song song thì . 


nó Song Song: Mo! mặt phẳng còn tư; 
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b) Nếu ) một đường thẳng nằm trên một trong hai mặt phẳng song Song thì 


._ TỐ Song song với mọi đường thẳng nằm trên mặt phẳng cồn lại. 


41. 


c) Các mặt đối điện của một đình hộp nằm trên n ng mặt phẳng song 
song. l 


Cho hai mặt t phẳng song sơng '#®ỳ và (Ó); hai đường thẳng Song sơng a 


-.. và b. Đường thắng lần lượt. cất (P), (@) tạt.A, Á`; đường thẳng b lần lượt 


42. 


43.. 


_ cất (P), (@) tại 8, t. Chứng mình rằng g hai 'đoạn thẳng AA' và BE 7 


bằng nhau. : 
Cho một mặt phẳng ®) và một điểm. 4 nằm ngoài :ứ). Chứng r dính rằng 


tất cả những đường thẳng đi qua Á và song.song với Œ) đều: cùng nằm. 


trong một mặt phẳng (@) Song song với (P).. 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một tứ giác lồi. M là trung điểm của 
cạnh bên Š4, N là trung điểm của cạnh bên $Œ. : : 


4) Xác định các thiết điện của hình chóp khi cắt bởi các một thằng lần lượt 
qua Ä⁄; N và song:song với mp(SBD).. 


b) Gọi t š là giao. điểm c của Tại mặt phẳng nói trên bu AC. Chứng ninh 


44. 


45. 


Tầng 1= SÁC. 


Cho. hình chớp SABCD đề đáy ) là hình bình. hành. Một mặt thing Œ) cắt : 
cắc cạnh bên SA, %B, $C, §ŠD lần lượt tại A', Đ, C, D'. Chứng mình rằng tứ 


. giác ABCŒTP' là hình bình Hình khi và chỉ khi Tuật phẳng Km Song song VỚI . 


mp(ABCĐ). 
Cho hình chóp S. ABC. Các điểm T1 : K Tần lượt l trọng tâm các Tam giác 


._ §AB, SBC, SŒA. -”””: 


a) Chứng minh rằng (UK) 1 (ABC ' 


`-b) Tìm tập hợp các điểm M nằm trong hình chóp. S.ABC Sao chợ: KM song 


„ Song với mp(41BC). 


46, 
- cạnh BC không trùng với B và C. 


_41. 


Cho hình chóp §.ABCD có đẩy là hình. Thng tap / CD). Điểm M thuộc 


a) Xác định thiết điện của hình chóp Khi cắt bởi mặt thông ( Œ qua M và 
Song song với rnp(S4Đ). Thiết diện là hình gì ? --. 


- b) Gọi E và Flần lượt là giao điểm của mpŒ) với S2 và SC. Chứng minh 


rằng giao ‹ điểm ï của NE và MF chạy trên một đường thẳng cố định: - - 
Cho tứ diện ABCD: Gọi ï và 7 Tân lượt là trung điểm của 4B:và CD. Một ˆ 


mặt phẳng đgẽ L}JƑ cắt các cạnh AD và BC Tân lượt tại Ñ và M- 
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_ 48. 
. CD. Tìm tập hợp trung điểm ï của MỊN. 


49. 
50. 


51. 


a) Cho trước điểm M, nêu cách dựng điểm N. 


b) Gọi K là giao điểm của MW và 1. Chững, minh rằng Klà trung điểm 


'của MN. 


Cho tứ diện ABCD. -Hai điểm M, N lần lượt NI đổi I trên bai cạnh AB và 


Hãy dùng định. lí Ta-lét để giải bài tập 31 (chương TDÙ. .. : 
Cho tứ điện ABCD. Hãy dựng một hình hộp ngoại tiếp tứ điện đó (tức là 


dựng một hình hộp sao cho mỗi cạnh của.tứ điện là đường chéo của một 
mặt của hình hộp). : 


“Cho hình. hộp ABCD.A'BC Đ'c có tất cả các mặt đều là hình vuông cạnh 


bằng a. Các điểm j, Niân lượt nằm trên AD' DB sao cho AM = Th * 
(0<x< a2). 


- a): Chứng minh rằng khi x biến thiên, đường. thẳng MN luôn song song với 
' một mặt phẳng cố định. ' 


¬P 


- b) Chứng minh rằng khi x= —_~- thì MN /ƑA'C. › 


82. 


Bố: 


Œ "hình hộp ABCD.AB,C B_ Gọi: Ôy l tâm của hình bình hành 


AiBiC,Di: ; Ấ là trung điểm của CD ; E là trung điểm của . 
: 2) Chứng minh. rằng Z nằm trên mp(ACB)). 


b) Xác định thiết diện của hình hộp khi cắt: bối mặt nhàng ® qua điểm K' | 
và song song với mặt phẳng: (FAC). 


Cho lăng trụ tam giác ABC.A'EC'. Trên. đường thẳng BA vn một điểm M 
sao.cho A nằm KiiniP và ]M, MA = 34B. 


% Xác định thiết điện c của + bình lãng trụ khi cá bởi mặt phẳng Œ) qua M, 


14. 
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Bvà ng điểm E của AC. 
b) Tính tỉ số —— P (0= BC ¬mp(MBE)).„ 


Cho lăng trụ tam giác -ABC.A'B' ŒC. Gọi 7, J,: Kiần lượt là t tâm của các hình 
bình hành ACCA, BCCP, ABBA'. 


_a) Chứng minh rằng : J7 // (ABB'A' ),JK JJ (ACCA), 1K íI (BCC'Đ). 
_b) Ba đường thẳng AJ, CK, BI đồng quy tại một điểm Ó. 


c) Mặt phẳng (7K) song song với mặt đáy của hình lăng trụ... 


S5. 


56. 


: ©) Gọi Ä là giao điểm của cạnh cœŒ với mp(AØR). Tính tỉ số —— 
ñ7. 


đ) Gọi G, Œ' lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC và ABC. Chứng 
mình rằng ba điểm Œ, Ó,Œ thẳng hàng. vụ 
Cho hình hộp A8CD.A'B'C'D': Điểm ÄM thuộc cạnh AD, điểm X thuộc cạnh 
ĐC sao cho AM : MD= DN: NŒ:_ 
a) Chứng minh rằng MN song song với (C 'BD). 
b) Xác định thiết diện. của hình hộp khi cắt bởi ¡ mp(P) qua MỊN và. song 
song với mp(C'BD). : 
Cho hình hộp ABCD.AEBCD'. Gợi P, o, R.sS lần n lượt là tâm các mặt bên 
ABBA', BGCP', CDD'C, DAAP'. 
a) Chứng minh rằng RQ song song với (ABCD), (PORS) Song song (ABCD).. 
b) Xác định thiết điện của hình hộp khi cắt bởi mặt phẳng (AO@R). 

MC _: 
MC'`` 


'Cho hình chóp cụt tứ giác ABCD.A'P CD', có các cạnh bên là AA', BP, 


_..CŒ, DD' và có đáy lớn ABCD là hình bình hành. Gọi M, N, P, Q lần lượt 


“là giao điểm của các cặp đường thẳng AP' và BC", CB' và DA', BA' và CD', 
AB'.và DC'. Chứng minh bốn điểm 1, N, P, @ đồng phẳng... ˆ 


. §6. Phép chiếu song song . Hà 


1~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1: Phếp chiếu song song lên một mặt phẳng (P). theo phương ¡ (cắt mặt 
phẳng (P)) là pháp đặt tương ứng mỗi điểm M trong khống gian với điểm 
M' của mặt phẳng (P) sao.cho MM' Song song hoặc trùng với Ï. 


2. Phép chiếu song song theo. phường - 
a) Bảo toàn. sự thẳng hàng: về thứ tự thẳng hàng của các điểm. 


b) Biến hai đường thẳng Song sơng ( nhưng không song song với l) thành 
hai đường thẳng Song song hoặc trùng nhau. ˆ 


`_e).Bảo toàn tÍ số của hai đoạn thẳng song song hoặc cùng nằm: trên một 


:đường thẳng. : ặ 
-3. Hình biểu diễn của một hình trong không gian là hình chiếu song Song 


của hình đó lên một mặt phẳng hoặc hình đông dạng với hình chiếu đó. 


4. Hình biểu diễn của tam giác cân, tam giác vuông, tam “ đổi, Si tế 
là một tam giác bất kì. 
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_.5. Hình biểu diễn của hình bình hành, hình thoi. hình chữ nhật, hình: 


vuông thường là một hình bình hành. 
6. Hình biểu diễn của một hình thang thường là một hình làn 
7.H ình biểu điển. của 601016 tròn › thường là đường elip hoặc đường tròn. 


lI -ĐỀ BÀI - 


-88, 


59. 
60.: 


-61. 
62. 


Cho tam' giác ABC. Hãy chọn mặt phẳng chiếu (P) và phương. chiếu. ¡ để 
hình chiếu của tam giác AbC trên ()là: 


a) Một tạm giấc cân ; 

b) Một tam giác đều ; 

e) Một tạm giác vuông. 

Vẽ hình chiếu của tứ điện ABCD lên một mặt phẳng (P) thẻo PHUN. chiếu 
AB (AB không song song với. @Œ). , 
Vẽ hình chiếu của hình hộp ABCD. AiBiC¡D\ lên một mặt phẳng Œ theo 
phương chiếu AC 1 (AC; 1 không sóng song với œ)). 


.Vẽ hình biểu diễn của một tứ điện đều. 


Cho hình hộp ABCD. A'BC 1D. Trên các cạnh AA, BC lần lượt lấy các điểm 


:M và N không trùng với các đỉnh của hình Tộp. “Trong hình bình hành . 


A'BC' D' lấy một điểm ?. „. xác định thiết diện của hình Họ khí cất bởi 


mp(MNP). 


K5 


64. 


6. 


. 62, 


Cho bai đường thẳng ả và ở chéo Sau: 'Trên đ đặt thai đoạn thẳng liên tiếp 


- bằng nhau AB và 8C (ð ở giữa A và C):; trên đ đặt hai đoạn thẳng liên 


tiếp cũng bằng nhau AØĐ và 8C (ở giữa Ar và C'). Chứng minh rằng 
AA'+ CC' >2BP.. 
Cho hình hộp ABCD.AP CD. “Gọi M, N lần lượt là trung c điểm c của CD 


. vàŒC. 


a) Xác định đường thẳng A qua M cắtAN, và cắt A'B. 


Ề Lí 
b) Gọi 7, ÿ lần lượt là giao › điểm c của A với AN và AB. j. tìm tỉ số T- 


Cho hình _ ABCD.A;B, C ,Đị, 
a) Hãy xác định đường thẳng A cắt c cả hai đường thẳng ¿ AC và BÀI đồng 


. thời song song với BịÐD). 


66." 


4Q 
Hãy xác định thiết diện của hình hộp ABCD.A'BCTD' khi cắt bởi mặt 


b) Gọi 7, J lần lượt là giao điểm của A với AC: và BÀI. Tĩnh tỉ số ST LIẾN 


phẳng .qua ba điểm ấ, W, P tương ứng là ba điểm trong của ba mặt bên : 


a) (ABCĐ), (ABBA' 5, (ADDA); 


`_b) 4BCD), (ABCD), (ABBA').- 


61. 


'Cho ba đường thẳng đôi một chéo nhau không cùng song song với một mặt 
“phẳng và một điểm G không nằm trên bất cứ đường nào trong ba đường 


-„ thẳng'đó. Hãy dựng tam giác có các đỉnh thứ tự nằm trên n ba đường thẳng. 
-. đã cho và nhận G làm: Trọng tâm. Ỷ 


68. 


69. 


8 Bởi lốp ( ôn tập chương l là 


Chứng gầữt Tằng nếu n đường tảng “ > 3). đôi một. cắt nhau và thông `- 


đồng phẳng. thì chứng đồng quy. 


Cho hình chóp SABCD. có đấy là hình vàn (AB mức cb, AB> > GP). Gọi E 


là giao: điểm của 4D và BC ; Mi bằng 2 tất của AB ; G là nong tâm của 
tam giác ECD.' ` : : 


_a) Chứng mình r rằng các điểm S5, E, 1M, G: cùng thuộc một mặt phẳng và mặt. 


phẳng này cất cả “hai Đập R phẳng (AC) và (S8D) Đêg cùng một đường 
thẳng A. nể 


- b) Gọi C¡ và Dụ là hai điểm lấn lượt thuộc các Ca) s%C, 5D. sao cho AD 
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' và BC¡ cắt nháu tại K. Chứng rninh các điểm S, K; E thẳng hàng và giao 


điểm Ó của AC với BD thuộc A. - 
Trong mp(P), cho hai đường thắng a và b cắt nhau tại Ó. Hai điểm A,B- 


. nằm ngoài mp(P) và-đường thẳng AB cắt mp(P) tại Œ sao cho C £ 2, C #£ b. 


Một mặt phẳng (Q) thay đổi luôn đi qua 4B và cắt hai đường t=: đ, b lần 


_ lượttại Ái và Bị. 


-a) Chứng minh rằng đường thẳng AB; luôn đi qua một điểm cố định. 


° b) Gọi ¡ là giao điểm. của AÁA¡ và BBị, 7 là giao điểm của AB). và  BÁI. - 


- Chứng minh rằng mỗi điểm 7 và J chạy.trên một đường thẳng cố định. 


©) Chứng mỉnh rằng đường thẳng 77 luồn đi qua một điểm cố định. 


"."- 


71. 


Tội 


73. 


Cho hình chốp S. ABCb có-đáy. là một tứ giác lồi. Gọi 1M, 1, J, ÓO Tần lượt là 
trung điểm của SD, AB,CD, 


_a) Chứng mình rằng uếu 6, “ lần lượt dà toï tâm của tam giác SÀB và 


ABC thà G6; /J MU. 


b) Chúng mình rằng tám đường thẳng mà mỗi đường "hing đi qua sii88 


- điểm của một cạnh hình chớp và trọng tâm của tam giác tạo bởi ba đỉnh 
Ï hình chóp không nằm trên cạnh. nói trên đông quy tại một điểm G. 


€) Chứng mỉnh rằng điểm G nằm trên đoạn thẳng SƠ và GS = 4GO. 


Cho hình chóp S.ABC và một điểm M nằm trong tám, giác ABC. Các đường 
thẳng qua 4⁄.lần lượt song song với các đường thẳng SA, $B, $C cắt các - 


- mặt phẳng (SBC), '(SCA), @4B) tại A,PB,C. 


a) Gọi ẤN là giao điểm của SA' với 8C. Chứng minh rằng các điểm Ạ, M,.N : 


thẳng hàng và từ đó suy rả cách. dựng điểm A. 


Š MA" 

Đ) Chứng minh rằng ĐC - —— : 
ŠABC” SÀ. 
2a, : „ MP" MC' 


=3 : 
Chó hình chóp SABCD có đầy là hình bình hành, Một mặt phẳng @® lần. - 


Ÿnn ng my 


⁄ lượt cắt các cạnh SA, Š, §C tại A', Đ, Œ. Gọi Ó' là giao điểm của ẠC và . 


` © Chứng mình rằng — ^^ SẠC” 


74. 


BD ; 1 là giao điểm của A'Cˆvà SO. __. 
3) Tìm giao điểm p của mp(P) với cạnh SP. 


%4 SŒ. 2§0 
b) Chứng mình rằng EIRN on =a , 


SA 5C. 4B. SD, 

.$C' .&B'. SP! 

Cho tứ điện A#CD. Một mặt phẳng (2) song song: với cả AC và BD cất các 
cạnh AB, BC,CD,ĐDA lần lượt tại các điểm P, Q.,R, 8: 

a) Chứng xninh rằng. tứ giác PoRS là hình bình hành. 

b) Xác định vị trí của: điểm ?P trên cạnh AB để tứ giác PORS là hình thoi. 


64. 


`›75,. Cho hình chớp S-.ABCĐ có đáy là một tứ giác lôi. Gợi O là giao điểm của ˆ 
hai đường chéo AC và BD ; M là trung điểm của cạnh SA. _ 
'a) Xác định thiết diện của hình ,chóp khi:cất bởi mặt phẳng &œ .qua M, Ờ 
._ SOng sòng với SỞ và.BC. ỷ 
b) Xác định thiết điện của hình chớp k khi cắt bởi r mặt phẳng (@) B8n Ó, 
song sọng với BA và SD. - - h 
76. Cho hình chóp Š.ABCD có đáy là hình thang (AD ⁄ 5C, AD> 2O: :Gọi M, 
Ñ, E lần lượt là trung điểm của AB, CD, SA.: ' 
a) Chứng minh rằng : MN // (SBC) ; (MEN). -⁄J (SBC). 
_.. b) Trong tam giác SÁD vẽ EF /J AD (F e SD). Chứng mình rằng Ƒ là giao 
` điểm của mặt phẳng (NE) với SD: Từ đó suy ra thiết điện của hình KP 
khi cắt bởi mp(MNE) là hình gì 2 k : 
c) Chứng minh rằng S$C ⁄ (MNE). ng thẳng AF có song song Xmh 
mp(SBC) hay Không ? 


đ) Cho #, W là hai điểm. cố định lần lưm Âu trên. các *qnñ AB, cb Sao ' : 


. cho 4N // AD và E; Ƒ là hai điểm đi động lần lượt trên các cạnh 5A, SD 
'sao chỏ #F // AD. Gọi 1 là giao điểm của ME và NƑ thì 1 đi động trên IC 
đường nào? - 


77. Cho hình hộp ABCD.A;Bt ÈiD., 
a) Chứng. mình rằng. đường chéo B„D cất mp(4BC) Ð tại điểm Ở sao cho 
. B,G= 16p và Ở là trọng tâm tam kiác Ai BI: m 
bì Chứng mình rằng (DAC) // (BÁC) và trọng tâm G của tam giác DIAC 
cũng nằm trên BỊD và BịG'= =  N : 


c) Gọi P;Q,R lân lượt là các điểm đốt xứng. của điểm "5i se 4A, sn và C. 
Chứng minh rằng (PQR) // (BA¡C Ù- ¬- 
đ) Chứng minh rằng D là trọng tâm tứ điện B,POR.- 


Bài tập trắc nghiệm chương H 


: , 1 Trong các mệnh để saù; mệnh đề mào. đúng 2 
. (A) Ba đường thẳng cắt nhau từng đôi một thì đồng quy; h 
@® Ba đường thẳng cắt nhau từng đôi một thì đồng phẳng ; 


SA - BT HÌNH HỌC 11/NC : : ` ; s xe ứ - 65_ 


(QO Ba đường thẳng cất nhau bề: đôi một và không đồng phẳng thì đồng quy: : 


®) Ba đường thẳng đồng quy thì đồng phẳng, 
“Trong các mệnh đề sau, mệnh đề. nào đúng ?: 


(A) Một đường. thẳng cắt hai đường thẳng cho trước thì cả ba Ung thẳng 
đó cùng nằm trong một. mặt phẳng; ` 

(Œ).Một đường thẳng cắt hai đường thẳng cắt nhau, cho, trước ủ cả ba 
đường thẳng đó cùng nằm trong một mặt phẳng ; : 


'( Một đường thẳng. cắt hai đường-thẳng cắt nhau tại "bai điểm ¡phấn biệt 


thì cả ba đường thẳng đó.đồng. phẳng H 
(D) Một đường thẳng cất hai đường thẳng chéo nhau thì ba đường thắng đó 


: đồng phẳng, : - 
_ Trong các mệnh đề sau, mệnh để nào đúng tÀI 


(A) Hại đường thẳng] không cất nhau ` và không sơng sọng thì chéo nhau; 


ˆ`_--P) Hai đường thẳng không song song thì chéo nhau ; 


(C Hai đường thẳng không cớ điểm chung thì chéo nhan ; 

(D) Hai đường thắng chéo nhau thì không có điểm chung. 

Cho hai đường thẳng Song song ã và 0. Trong các mệnh đề S80. mệnh đề. 
nào sai ? h 


.(A) Nếu mặt phẳng ®) cất a Thủ cũng cắt b ;' 


(B) Nếu mặt phẳng (P) song Sóng với Z thì. cũng song song với b; 
(C).Nếu mặt phẳng (P) song song với a thì Tuất phẳng (P) hoặc l6, Song với b 


- hoặc mặt phẳng (P) chứa b ; 


(D) Nếu mặt phẳng (P) chứa đường thẳng ¿ a tầc cũng có ó thể chứa đường thẳng b. 
Trong các mệnh đề sau, mệnh để nào sai XUNG 


(A) Hai mặt phẳng phân biệt chế, song sóng VỚI một Tnặt phẳng thì. :S0ng 
song với nhau ; 


._) Nếu một đường thẳng cất một trong hai mặt phẳng song song thì nó cắt 
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mặt phẳng còn lại ; 
(C Nếu một mặt phẳng ‹ cắt một trọng hai mặt phẳng song Song thì nó cắt 
mặt phẳng còn lại; h 


(Ð) Nếu một đường thẳng Song sóng với một trong hai n mặt “đhẳng song ˆ 
song thì nó song song với mặt phẳng cồn lại. 


Trong các mệnh đề sau, mệnh đề.nào đúng ? - 


(A) Hình chiếu song song © của hai đường thẳng cHấC ÄINU thì song song 
với nhau ; 


5B - BT-HÌNH HỌC 11/NC. 


® TRnh chiếu song song - của chai đưêng thẳng cất nhau có thể song. song 
với nhau ;. 


.- () Hình chiếu song song của hai đường thẳng hố nhau có thể song: song 


với nhảu ; 
) Các mệnh để trên đều Sal. 


Ề Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N,P,Q, R, S lần Kiệt: là trung điểm của các 
cạnh AB, BC, CD, DA, AC và BD. Trong các mệnh để Sau, mệnh để nào và 


đúng ? 
(A) Hai đường thẳng, RS và Po cất nhau ;› 


> _(B) Hai đường thắng R và PQ song sonš với nhau ; 


19. 


11. 


(C Hai đường thẳng 3W và PQ song song với nhau ; 
(Đ) Hai đường thẳng RŠ và 3⁄P chéo nhau. ' : 
Với giả thiết như bài 1, hãy cho biết trong: các mệnh đề § sau, mệnh để nào. 


"đúng kề 
_(A)Ba đường thẳng 3Q, RS, NP đôi một song song; " 


@®) Ba đường thẳng MP, NQ..RS. đông quy ; 
(C) Ba đường thẳng NO, SP, RS đồng phẳng ; ; 


(D) Cả ba mệnh đề trên đều sai. 


Cho hai mặt phẳng (Œ?) và (@) cất nhau theo giao tuyến A. Hai ¡hờng thắng 


p và q lân lượt nằm trong (P) và & Tương các mệnh đề san, mệnh đề nào đúng ? ? 


(A)p và 4 cắt nhau ; 

(B) p và a chéo nhau ; 

(Q)p và gsong Song; - 

() Cả ba mệnh để trên đếu sai. 


Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng 4: Gọi ở, ơ lần lượt là trọng. tâm của 
tam giác-ÄBC và ABD. Diện tích của thiết điện của. hình tứ điện khi cắt bởi. 
mặt phẳng (8GG) là 


ng 2N, 


25, NI e Chh 


Cho n hình bình. hành ABCD và ABEE n nằm Na hai Tặt phẳng phân sẦ 
biệt. Kết quán Tào Sau Móc là đúng ?. 
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1, 


13. 


14. 


§1. Đại cương về đường thẳng và mặt phẳng _ 
LẺ 


3 
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-(A)AD JJ @EP) ;` M.. .... 


(Q (ABD) //(EFC); ° — ¿ Đ)bC //(APF). 

-Cho hình chóp S.4BCD. GọiA. PẺ,;C,ĐÐ' lần lượt là trung điểm của các 
cạnh SA, SB, &C; $D. Một mặt phẳng (P) thay đổi :. qua A' và song: Noi với 
AC luôn đi qua một đường thẳng cố định là 


“.(A) Đường thẳng AB; —. .__ ) Đường thẳng A'D'; 
”.(O) Đường thẳng A'C'; "`". a @) Đường thẳng AB. 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một hình bình hành. Một mặt phẳng œ® 


- đồng thời song song với AC và SB lần lượt cất các đoạn thẳng S4, AB, BC, 
_ SG; $D và BD tại M, N,E, F,1,1: Khi đố ta có 


_(A} Ba đường thẳng NE, AC, ME đôi một cắt nhu BBi 
_Œ Bà đường thẳng NE, AC, MF đôi một song song ; 
_(@Ba đường thẳng NE,.AC, MF đồng phẳng; sua 

(Ð) Cả ba mệnh đề trên đểu sa. - .... b 

Với giả thiết của bài 13; ta có ì 


(A)MN/I(SCD): -- ` ®) EF1J(SAĐ); 


(O NF//(SAD); ˆ _`Đ)7/!@AB)- 


-E- LỖI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP Số _ 


Giả sử (P) là một mặt phẳng và ø là một đường thẳng sao cho-z không nằm ` 
trên (P). Nếu (P) và z có ít nhất hai điểm chung phân. biệt thì theo-định lí 
_ mặt phẳng (P) sẽ chứa a (tái với giả thiết. : 


Giả sử? = AB ¬ mnp(P), J= BC © mp(P). : 


~ “Hình 50 : 


` Trường hợp ba điển A.B, € không thẳng hàng. œ 50) 


Xét mp(ABC ) và đường thẳng /ƒ tá. có JJ c (ĐC). “Theo ‡ giả thiết M B nằm 
khác phía đối với đường thắng 1Jj và B, C cũng nằm khác phía đối với 
_ đường thẳng 77. Vậy A, C nằm về một phía của đường thẳng Sứ, nghĩa là 
đoạn thẳng AC không cắt mp(P). - 
Trường hợp ba điểm Ạ; B, C thẳng hàng (h.51) 
Khi đó, điểm J trùng với điểm 7 ; hai điểm A, Œ 
nằm về một phía đối với điểm ÿ trên đường 
thẳng qua A, B, C, nghĩa là A và C nằm về một 
phía đối với mp(P). Vậy đoạn thẳng AC không. 
cắt mặt phẳng-(P)... 
Giả sử có ba điểm. A: 8, € của n điểm đã cho 
_thẳng hàng. Khi đó bốn điểm A; B, Œ, Đ Tào: _ 
cũng đồng phẳng (mâu thuẫn với:giả thiết): Từ vn có HN 5Ị 
- đồ suỳ ra điểu phải chứng minh. -- -.. “= 
.Giả sử rN Âa»... >Ầy là n điểm đã cho... : 
- Nếu Chúng thẳng hàng thì rõ ràng chúng đồng phẳng. í 
.. Nếu chúng không thẳng hàng thì tồn tại ba điểm không thẳng hàng (chẳng 
hạn 4, Á›, 4a). Qua ba điểm đó tạ có mp(A1424). Khi đó vì bốn điểm 
: nào của ø điểm đã cho cũng ‹ đồng s phẳng tiên các điểm A,i>4 đều nằm 
- trong mp(A14z4; ): nhiệt 
Giả sử có mp(P) chứa bốn điểm M, N, ? J. Khi để” 
¬ MeŒ),Ne (P)=MNCŒ)A € Œ).Be (P) 
VÀ _:Ƒe(P),Je(P)= JC (P)SC e(P),Ð e (P} 
nên A, Ö, C, D đều thuộc Œ) (ái g giả thiết): Suy ra điều phải chứng Tinh. 
(h.52) 


Vì Ä và 8 nằm về hai 'Sha đối với : mp(P) -. 
nên đường thẳng AB cất bài tại một điểm ï. -' 
Khi đó ï cố định. 


Nếu M/ nằm trên "đường ng AB dì 
A=B5sl 

Nếu M không nằm trên đường thẳng AB thì -. : 
có mp(MAĐB). Khi đó : " Hình 52 
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A' AM, AM c mp(MAB) => A'emp(MAB)| .ˆ 


B'cBM,BM C mp(MAB) — B' e tìp(MAB) CUỦ: 
bi ng ] <AÐ, AB c mp(MAB} >> I c mp(MAB). ” : 
Mặt khác, các điểm A'; B', 7 đều thuộc mp(P)- lK (2) 
__Từ(1) và @) suy,ra ba điểm A', B',J thẳng hàng: tức là đường thẳng A'P' đi 
qua điểm cố định7. _ thay tư tr l 


. (Œ.53) 


* 
._ Hình 53 
- ,BN _ BP 


__.a) Xét mp(BCD), ta có TC #D. Suy ra đường thẳng. NP cắt đường 


BC ˆ BD' 


__ thẳng CD tại một điểm 7. Điểm Í thuộc .CD và cũng thuộc mp(MNP) nên / - 


_ rõ ràng K và Ở là hai điểm chung của - 


° "DA, 


-_ chính là giao điểm của CD và mp(MNP). 


_b) Gọi Klà giao điểm của MB với ID. 


b) Gọi E là giao điểm của đường thẳng M7 và AD. Khi đó, rõ ràng E và P 
là hai điểm chung của hai mặt phẳng (MP) và (ABD). 
Vậy _ (MNP)¬(ABD)=EP..- | | 
h5) | 

a) Ta có (MBC) ^ (NAD) =WN.. 


và 7ï là giao điểm của MC với DJ thì 


hai mnặt phẳng (MBC) và (17D) nên. 
(MBC) ¬(JD)=KH. ` 


- Hình 54 


9. 


Trường hợp Ox, Oy, Óz không đồng phẳng (h.55) - : 
Dễ thấy M, N, / là ba điểm chung cña hai mặt phẳng phân biệt (ABC) và 
(A'B.C) nên chúng thuộc giao tuyến của hai mặt phẳng đ đó. Vậy ba điểm 
M,N,Ithẳng hàng. - 


- Hình 55 N cà TNỤ) _ Hình 56. 


: Tường áø Óx„ Òy, 0z thuộc một mp(P) (œ. 56 Ki 
- Qua Ó ta dựng một đường thẳng A. không nằm trên +npŒP): “Trên A tế các 


điểm Ớt, Šy Gọi Ay là giao điểm của Ó¡A với Øz4'; Bị là giao điểm của 
O¡B với OzB'. Dễ chứng mỉnh Ai AB, AB đồng quy Tại 1. Tương tự, tạ - 


_ dựng điểm C¡ là giao điểm của Ó¡C với Ó;C'. Hai tam giác A¡BC; và ABC 


19. 


_ Xét mp(IK), gọi M, N lần lượt là các _ 
__.giao điểm của các cặp đường thẳng B7 
._ với CA và BK với CD. Khi đó 


_ không nằm trong một mặt phẳng, nên theo câu: hướn ta được ba điểm M,N,I 
thẳng hàng. Ễ : 


(57) 

Ta chọn một mặt phẳng chứa /K và tìm 
giao tuyến của mặt' phẳng - này với 
mp(ACD) thì giáo điểm của giao tuyến 
đó với IK chính là điểm 7 cần tìm. 


(BIK) ¬ (CD) =MN. _. 
Từ đó 7 chính là giao điểm của đường  -› - s- 
thẳng N với đường thẳng KI. - -. —— Hình 57. 


Z1 


11. 


@58) 


ˆ bà Ta có. 


12. 


JNGC -mp(MNP), 


1PCmp(MNP). 


) CN _ EG _ DP —1 
LNA — GA PA 2. 


nên trong mp(ACD) các điểm N, Ơ, 
Nà nầm trên một đường thẳng Song. 


song với CD. Từ.đó G thuộc NP, 
suy ra ⁄Œ c mp(MNP). Vậy ba 


đường thẳng MG, /N, IP. đều thuộc v 


mp(M. NP- 


` Hình 38 


b) Vì H là. -giao điểm của _MG với BE nên ñH thuộc mp(MNP) và mpŒBCD).. 
Vì Klà giao điểm của GF với mp(CD) nên K thuộc mp(BCĐÐ) và 
mp(MNP). Mặt khác mp(MWNP) và mp(BCD) cắt nhau theo giao tuyến 7J. 


thẳng hàng. 


(Œh.59), 
_a) Gọi Ó là giao điểm của AC và - 


Š BD;7' là giao điểm. của SÓ và AE. 


Hài mặt phẳng (SBÐ) và (ABE) có 


hai điểm chung là B vàJ. Do đó " 


(SBD)n (ABE) = BJ... 


"Gọi Ƒ là giao điểm của B7 và SD - - 
“tì Ƒ chính là giao điểm của 


-.. đường thẳng $D với mp(A4BF).- 


'12 


-b) Gọi J là giao điểm của AB và „ 
CP. Khi đó ba điểm ï, E, Ƒ cùng 


thuộc hai mặt phẳng (ABE) và 
(SCĐ) nên chúng thẳng hàng. 


Vậy các điểm và £ phải thuộc CHöng thắng 1Ù, tức. l bốn điểm 1 J.HK 


` Mình 59 


13.. (b.60) 
8) Œ) ^ (SAB) = BM, 
Œ)(SBC)=BN. —_ sẻ 


Hình 60. 


b) Xét mp(SAC), g gọi ï là giao điểm của SỐ và MN thì 7 là giao điểm của 
SỐ và rapŒP). Gọi K là giao điểm của lở 8E thẳng BI với SD:thì K là giao 
điểm của SD. và Œ'). 


©) Œ)n (SAD) =MK, 


_Œ) ¬(SDC)=KN. . : 
-: đ) Trong mp(SAD) gọi E là giao điểm. cha “đường thẳng MK với đường : 
thẳng A7 thì E là giao điểm của (P) và AD. ˆ 


Tương tự giao điểm Ƒ của KN và DC là giao 'điểm củả (P) và DC. 


Rõ ràng B, E, Ƒ là ba điểm. chưng + của hai mặt phẳng Œ®) và mp(ABCD) 
nên chúng phải thẳng hàng. - 


14. a) (h.61) 
Thiết diện là tam giác MAI. ' 


C 


nh Ša Š-A¬..- 
b) (h.62) ˆ " 
Kéo đài MI cắt BD tại sy Nối J với N cắt cp tại Ê. Thiết “điệu là tứ giác 
MIEN. 


73. 


-.c)‹đh. 63) : 

Kéo dài Mi cắt AC tại J. Nối 7 và N cắt 
._,ŒÐ tại E. Thiết điện là tứ giác S1Ag vã 

- a)(h.64) 

Gọi K là giao điểm của AD và BC ; khi 
ˆ đó hai mặt phẳng (SAD) và (SBC) cổ hai 


điểm chung S và K- Vậy giao tuyến của 
chúng là đường thẳng %K. 


b) Gọi É là giao điểm của UỤ và SK. Khi. 


đó (SAD) n (AUJ) = AM. Gọi E là giao 


điểm của AM và SD thì E chính là giao: 


điểm của SD với mp(AlJ). 


c) Thiết điện của: hình: chóp Khi cất bởi ` 


mnp(4/) là tứ giác Ai7E. 


___16. a)(h:65) 


Gọi ÖH, E, F lần lượt là các 'giao điểm 


`. của A với các đường thẳng AB,.AC và 


..AD. Khi đó các cạnh bên §B, §C, ŠÐ' 
của hình chóp lần lượt cắt các đường: 
_ thẳng MH, ME và MỸ tại Mụ, Mạ, Mạ. `. 
"Thiết điện của hình chóp khi cất bởi... 
” mp@M, A) frong trường hợp này. là. tứ Ni 


giác MMM;M;. 


`, Hình65- - 
bì (h.66)- 
l "Thiết điện là tứ giác MM ICM;. 


7Á .-: 


Hình 66 
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c) Œ.67) 


_ Thiết điện là ngũ giác MM,UM; s 


§ 


Hình 67 : Hình 68 


-đ) Œ.68) = 
Thiết diện là tam giác MỸ. _. 
a) (h69) — | 


Trong PP(ACP), kéo dài EƑ cất AD tại K. Khi đó thiết điện cân tìm là tam: 


giác BE. K. " 7 


Hình 69 `... .... Hình 70 ˆ 


b) Œh.70) 


Trong mp(ACÐ), kéo dài EF cắt AD và DC: ân lượt:tại tÑ và 1. Khi đó thiết. 
điện cần tìm là tam giác BKU. 


`.- 


©) Œ.71) 


- Gọi 7 là giao điểm của BĐ' 


-và AC (ƒ là trung điểm của - 


AC). Xét: mp(BDJ)- ta có 
đường thắng BF cắt D7 tại 


một điểm J. Khi đó J là - 
điểm chung của. hải mặt, 


phẳng (BEF) và (DAC): Vậy 
@EF) cất (DẠC) theo 


_ đường thẳng, Ej. Đường 


18. 


BD thì ÉF trùng. với 1C. Dễ. 
chứng mình rầng đường 
' thẳng AF chia tứ giác ABCD 

thành hai phần có điện tích 


19. 


thẳng này cắt AD và DC tại M 
và ý. Vậy thiết điện cần tìm 
là tam giác BMN. 

(h/72) 


ˆ Gọi E là trung điểm của BD. 
Trong mp(ABCD), từ E kế - 


đường thẳng EF song song 
với AC. Đường thẳng này 


_ cất một trong hai cạnh Cỡ 
_ hoặc ŒP. Chẳng hạn cắt - 


cạnh ÖC tại Ƒ. Tam giác 


SAÁF chính là thiết điện. 


cần tìm. 


Trong trường hợp E trùng : 


với giao điểm 7 của AC và 


bằng nhau. 
Œ.73) .- 


a) Nối ï và J cắt AC tại N.. 


Nối I và K cất AB tại M. 


- Tam giác jMN là thiết điện 


.. cần tầm. 


76. 


- Hình 7l 


Hình 73 ` 


20. 


' qua mỗi đỉnh của tứ diện và tâm đường 


b) Dễ thấy 3# là: trọng tâm. tam giác ADK, N là rong: tâm. tami SN ADJ. 
Từđó,tacó ` : : : 
2 


-AN= - TÁC, AM =2 2AB. 


Suy AA= AM= 1 và MN 1/CB..Do đó MN= 2cø hay MN no. 


Xết tam giác AIM. Ta có - ' 
JM?=Al2+ AM? — n01ữ lệit0 


4...9 2. 3 2 36 
... đN13 
TM =. 6 
Tương tự, ta có ÏN =, ca Ề 


. Vậy theo công thức Hê-rông, ta có ˆ 


có « lFa/3 2 }2 2-faW3 2Ì) cá 
_ŠMM “| có 165]656%( 6 —~§”] "4": 


(74) 


Vì bốn đỉnh :của tứ điện "tiêiy đồng 


phẳng nên bốn đường thẳng (lần lượt đi 


tròn nội tiếp của mặt đối diện) cũng. 
không đồng phẳng. Để chứng minh bốn ` 
đường thẳng đó đồng quy ta chỉ cẩn 
chứng minh chúng đôi một cắt nhau. 

Gọi A', Ð' lần lượt là tâm đường tròn nội 
tiếp của tam giác BCD và tam giác ACD. 


_ Gợi E là giao điểm của BA' với CD. Theở l ".... 
ñ tính chất đường phân g giác, ta có . Hình 74 
-ÿC . BC - 
ED —BD` 
F Tô nh AD.BC= TC An S HC Ho cụ 


BD. AD “ED AD 
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._ Suy ra AF là đường phân giác của góc CAD, do: đồ tâm B' của đường trồn 


nội tiếp tam giác 4C? phải thuộc AE. Hai đường thẳng AA' và BB" nằm 


-: trong mp(4BE), đễ thấy chúng không song song nên chúng cắt nhau. 


SI, 


Chứng minh tương tự, hai đường thẳng bất kì trọng bốn đường thẳng nói 
trên cắt nhau: Vậy. bốn đường xhẳng đó không ¿ đồng phẳng và đôi một cắt 
nhau, nên chúng đồng duy. : : 
(75) : ` : 
a) Gọi Ä là giao điểm của MN “- 
và BC thì K cố định và K là 


một điểm chung của mp(P) với, : - 
: mmp(BCD). Mặt khác 


Ề mp(ŒP) " mp(BCD) = +F. 


Vậy K phải thuộc EF, nên Er” 
luôn qua điểm cố định &. 


b) Tạ có 7 là ; giao điểm của + ME, 
vàNƑ.Vậy - 


1e ME,MEC(MCD)=1 e (MCD) ˆ 


và Ï e NF, NE C (NBD) =. m ¬_... SN ố 
1e (NBD).. N  s.c h 


-. Từ đó, suy ra `. thuộc giao hà On: của: (MCD) và (NBD). `. 


Khi E chạy đến C thì chạy đến vài chạy đến Ớ. 


. KhiÈ chạy đến D thì Ƒ chạy đến Ð và 7 cũng chạy đến Di 
Vậy tập hợp các điểm 7 là đoạn thẳng OD. 
- Học sinh tự chứng mình phân đảo. -' 


©) j là giao điểm của MF và NE. Từ đó dễ thấy 7 thuộc cả hai mặt phẳng 
(45D) và (ACP). Vậy.J PC thuộc giao Riyến 4 AD của hai mặt t phẳng 
(ABD) và (ACD). : 

Lí luận tương tự như câu a) ta thấy tập hợp các điểm J là điững thẳng, AD 


: trừ các điểm trong của đoạn A?D. 


§2: Hai đường thẳng : song song 


22. 


--78 


Mệnh đề c) đúng. 


23. 


` Giả sử §A và BC không chéo nhau, tức là 


: mp(ABCĐ), điều đó mâu thuẫn với giả thiết 


24: 


Œ76 
Chứng minh SA và.BC.chéo Shởng, 


chúng đồng. -phẳng. Khi đó . thuộc 


S.ABCD là hình chớp. 
Vậy SA và BC chếo nhau. - 
Các cặp đường thẳng còn lại Chứng mình tương tự... 
Œ: 77), Tàn h + Hình 76 
Gọi 7 là giao điểm của BC và AD. Khi đó ˆ* kh 
-AD) ¬ (SBQ) =1: 
Giả sử có M e SD,N e §Œ- sao cho AM./I BN. Khi đó hai mặt phẳng 


`SAD) và (SBC) cất nhau theo giao tuyến Sĩ phải song song với AM và BN. 
_ Từ đó ta suy ra cách xác định điểm M và N như sau : . 
Từ 4 trong mp(SAD) ta kẻ đường thẳng song song với Sĩ, cắt ŠD tại M ; dự 


.ð trong mp(SBC) ta kể đường thẳng Song k2 với sp, cắt Sài tại N. Khi đó 


25. 


M và N là hai điểm cần tìm. - ~ 


Ộ Hình 77 "-—..... 
(78), D : 
4) Xết tam giác SẠC: Ta có ME là đường trụng "¬ mên ME Bữ/ AC. Lá luận 
tương tự, NF //BD. 


b) Trong mp(S4C) gọi 7 là giao. điểm của ME và SO. Dễ thấy ï là trung 
điểm của SO. Từ đó F7 là đường trung bình của tam giác SÓD: Vậy F1 /J DO. 


' Gọi N' là giao điểm của đường thẳng FI với SB. Do FN' / BD và Ƒ là trung 


điểm của SD suy ra À" là trung điểm của Š$, TứC làN'=N. Vậy bạ đường 


thẳng ME, MF, SƠ Nà sửy tại Ï. 


79. 


26. 


.. của các cặp đường thẳng S và AB, 


. của các cạnh AB,.BC; CD, DA: 


sỹ Do ME và, NF cắt nhau tại Ï, nên qua ME và NE› xác định một mặt. 
phẳng. Từ đó Suy ra a bốn điểm M, N, E, F đông phẳng. 

(79) l : `... 
Gọi M'; N', E', F' lân lượt là giao điểm tụ Tờ 


SN và BC, 'ŠE và CD, SF và DA. Khi. 
đó M',N, E #£' lần lượt là trung điểm 


+ li 
HN 
1N 


_ Vì #, N lần lượt là trọng tâm của các : 
tam giác SÁB và SBC nên ` -'' - 2S B-Í 
ĂM _BN 2° 1Q C8006 P cư 
§M' SN" 3 __- Hìng79 . 
'=MNJMNYAMN= TMN" s. _ @) 
Chứng mình tương tự, ta Có : VY Yền, 
ˆ EFJEF và EF = -pm `. "- 
NEIJ NE và NE = 2N'E ` sàn ... 
_MFJJMEF và MẸ < 2M. HÀ ....-. 
3) MN là đường trung bình của tam giác BAC sửy ra : 
-MĂN J[ÁC và MN'= CÁC ˆ.... (5) 
tươngtự ETF JJAC và EF'= SÁC. (6) 
Từ (5) và (6) suy ra M'N' JJEF và MN'=EF'= SÁC. NÓ v  JẾ) 


Từ (, @), (7) suy ra MN JEF. Vậy. bến điểm M,N.E, # đồng phẳng. 


:b)Lí luận tương tự như câu a), fa suy ra 


NẼ JLMP và NE'= MP" = 2BD. : ®) 


Từ ` @®. @), (4), €Œ). (8) và AC= BD suy ra` 


- MN: =NE=EF= FM = SÁC. Vậy tứ giác MNEF là một hình thoi. 


_80 


©) Dễ thấy: Ỏ: cũng là giao điểm của MĐ' và W'F'. Xét bai mặt £ Thắng 
Q45E), (MS) và (MNEF). Ta có 
(MSE3 (N'SP) = SỐ 
“ M'SE) ^ (MNEF) = ME 
:`(WSEĐ9.¬ (MNEF) = NF 
ME NF =1. ” 
Vậy theo định lí về giao tuyến của ba:ñ mặt tắn th ba đường thẳng $O, 


- ME và NF đông quy. 


-39. 


(h.80) - : 

a).Ta có J7 là đường trung bình của tạm 
giác BCD nên 17 /CD. 

Mặtkhác 7JƑƒ gu) ; CD c CD), 
SUY Ta mpŒ7E) cất mp(ACD) theo giao 
tuyến Ex // CD. Gọi Ƒ là giao điểm của, 
šx và AC. Thiết điện là hình thang:EF/J. 

b) Để thiết điện EF]/ là hình: bình "hành - 
điều kiện cần và đủ là TF JJE. `. : 


Điều. này: tưởng đương với JE JJAB tức là _ Sệ .É- 


_khi và: chỉ: khi È là trung điểm của AD. ¬--.-.. 80 


©) Thiết điện EƑJJ là hình thoi © EFU là v bình hành và lĩ= 1, -© >É 


28. 


Kt trung điểm của AD và AB = CD @ Ủ= : 2CD Và khi E l trung điểm ĩ 


của AD D thì E = ĐÁ 


ạ. 8) 


:_a) Gọi M' và N'lần lượt là trung nu 
„điểm của AB và AD. Dễ thấy : Ề 


MNIJIM'`N 
.M'N'/JBD 

b) Ta có : % 

MNC (MNE)_ 

- BD C (ABCD) ` 

MN (J BD 
= (MNE) ^ (ABCD) = Ex thoả `”. 
mãn Ex // NM JJBD. _ - tảng TH, 1 nh đ 


Ì= SE 2i 6 hp 


SA-- BT HÌNH HỌC 11/NC _` ' ¬"-...Ắ z § " 61: 


29. 


Vậy từ Z ta kế đường thẳng song song với BD lân lượt cắt CD, ÁP tại F,J.Ô ˆ. 
Nối 7M lần lượt cắt SB và „5A Tại H VÀ X; mối KN cắt SÐ tại L. Thiết Biện ĐÔ 


cần tìm là ngũ giác KLFEH.` 


€) Ta CỔ :„ Bo Bì ch 
_ NM cmp(MNE) 
DB.C mp(SBD)- 
hờn G __ MN/JDB. 
VÀ c' ˆ— :MNE)O (SED) = 
Suyra ` LH Ụ DB: 
(82): 


3) Gọi A', P. C› P lân lượt là trọng tâm. đàn 
của các tam giác BCD, CDA, ADB và. ` 


ABC. Do A, B, C, D không đông phẳng.. 


. nên ÁÄ', BE, CC, DD' không đồng. 


-_ Gọi M là giao điểm của BA' Wt CD. Khí - nh. 
“đó M là trung điểm của CD. Vì B là - 


' phẳng. Tạ chứng minh các đoạn h ng 


đó từng đôi cắt nhau. 


tr 'trọng tâm tam ˆ giác ACD nên ba điểm ' 


—'A,P,M thẳng. hàng. Vậy AA'. và PB - 
_-cùng thuộc mp(ABM) và A' thuộc đoạn BM, , tHuộc đoạn AM nên AA' và ' 
- BE cắt nhau tại điểm G nào đó. Lí luận tương: tự, tả cũng có. các đường - 


,AM EM 1 
nên A'B' //AB.. : - 
ha vi CÓ _6_A# _Mứ _L 
Ý hệt ; GA GB_ AB MB “ 


` | 
" Hình 82 


thẳng nói trên từng đôi cắt nhan. Vậy si phải đồng quy. 


Ta có thể chứng mình cách khác như Sau: 


Tí luận nhứ trên, trong tara giác ABM tả có:AA' và Đp' cắt nhau tại G. W 


GA ~ GB 3 


82) 


', §B~ BT HÌNH HỌC 11/NC 


Nhưng A4, BB là hai đoạn thẳng tuỳ 'ý trong bốn đoạn thẳng AA, BE, 
CC, DP'. Vậy chúng đồng quy tại điểm Œ và điểm ợ chia trong mỗi đoạn 
thẳng đó theo tỉ số 3 : 1 kể từ đỉnh đến trọng, tâm của mặt đốt điện. Ề 


-b) Nối M với G và kéo đài cất AP tại N. Ta sẽ chứng minh .Ý là trung điểm 


-30. 
_ a) Trong. mp(ŒCĐ), từ kế dường thẳng.  ““. 
ˆ song song với BM cắt:CB tại K. Đường ' - 


cách đựng ta có lJ /JJ BM. 1iỗ 
: b) Do BM là đường trung bình của tam 
giác CRDn nên Đc” 
KD =2BM = 2: TC Trà 


:từ 7 kẻ đường thẳng song song với DK. 
_cắt đường: thẳng DN tại /..Khi đó theo l 


của AB và G là trung điểm của MN. Thật VâY, 8 gọi7 là giao điểm của M4N 


_với AB. Vì AB /JAB, ta có : 


JBẺ_ GB1_ 1.18. — MB 1Ó Ý 
NB GB 3'NA, MA 3 
. 5 c. 
nên... NB “NÀY =NB= NA. 
Suy ra Ä là trung điểm của AB. 


Kẻ NN'./LAA' (N cBA). 


-Ta có là trung điểm của BA', suy ra ÁP là trung điểm của NM. Do đó A G là 


đường ' trung bình của tam giác MNN. Suy Tả G là Đng điểm. của MA. 
Vậy điểm Ớ là trọng tâm của tứ điện ABCD.. 


z...h...h.. "- 


thẳng KX cắt AC tại Ï. Trong mpŒKD), 


_ Hình 83 


Gọi jJ là trung điểm của BC: Khi đó: Tp 
.WÚK ` KH _ 3HC 


_NHIÁC= cán, tà ni 


M NG- _HC - 
=NK= 3NI =KD= 31. 


:83 


31a) Trường 1. MN lJEF. 


`, CI/AB, CHIAP ÑÝ MNGT =EEI 


` Theo hệ quả, của định H giao tuyến của Là mặt t phẳng (ABC), (ACD), (MNEF) 
ta có MN M.EF 7ÀC. Do đồ ta có 


_ MA —NC EC _ #A ` 
MB" NB ED` FD 
MA NB EC FD _NC _NB FA FD 


MB NC EĐ TA: NB NC TP FA THỰ Ta ópem, 
Trường hợp 2. MN cắt EF tại O Œ. 84). 


Theo định lí về giao tuyến của bac 
mặt phẳng (ABC), (ACD), (MNEF) 
ta có MN, AC, EF đồng quy tại Ó. Kẻ.` 


1a có: đt y , 
_NB — MB. .ĐOC - CI 
NC. C1" øA ˆ MA 
MA NB 0oCc _MA- MB 2E 


_ ng lacó St phải ớt đi n "¬~.... 
TH TH gy .. 
.°§D. FA 0C”. - `. 

THỂ a an MA _NB _EC _ƑD _ ÓA ÓC _¡-: 


MB `NC` ED. FA GC” r7 
b) Giả sử mặt 'phẳng (MNE) cắt cạnh AD tại . , Theo câu a), ta có. 


MA NB ĐC. F'D _ "y 
- MB NC `ED”T"A ` 
MA NB EC FD... 


MB.NC . ED FA 


: Theo giải: 14 LÊ cán na Lai pnDe TP. 


Vì Ƒ,Ƒ' đều nằm trong đoạn thẳng 4Ð nên #' = E. Điều này có nghĩa là ˆ 
bốn điểm M, N, b, + kÓ: phẳng. 


84- 


32. 


(h:85) 


Hình Bộ. `". ““.. 


a) Kéo dài AN cất nể tại E. Nối Ev và M cắt SD tạiI, thế thì 1 chữnh là giao l 


điểm của.SP và mnp(AMN). 
b) Gọi Ƒ là giao điểm của AM với BC: 

: BF- NB_ ] 
M 2i 106771/1827573cã ch, 
= _ BF 1. FC 2. BC: _EC 3 .. 
Từ TS NT. ằẶ.. 


K...17..... . .ẽe..ằ 


- giác ACE suyráa OO' /CE. .-.. 
_.Mà CE C (BCE) = OO' JJ (BCE). 
.b) Gọi 7 là trung điểm của AB'thì/ . ` 
,thuộc đường thẳng /@G\D và đường 


MC _GI-ID_ED IS — MS BC _.. sử "n) 
MS §ˆC! EC ID MC ED „3 3 
IÊG.N Đệ, . 
¬-. >~- HỆ. Sặc no 


§3. Đường thẳng song song với mặt phẳng. 
33. : : 
ˆ_a) OO' là đường trung Bình của tam 


@Œ.86)- 


giác BDF suy ra OO' /} DE.: 
Mà DF cC (ADF) > OO' /(ADF)... 
ÓØ' là đường trung bình của tạm - 


_ thẳng GE. lề nà A4 PP, đun ca _ Hình 86 


85: 


Xết tạm giác IDE. Ta đá” 5 lề vua 


_“.. K 1G, _ 1. 
1D 1E 3. 
Do đường thẳng. ĐE nằm trong mp(CEF ) suy Tâ: S6, Lh (CEƑ ). 


=. >`GG, Ũ ED.. 


34. (h.87) 


| 35. a)Œ. NU 


$6 


2) Mặt tiếng (ABC) chứa BC và BC JJ. ® sk 
. nên (ABC) cất (P) theo giao tuyến 
ME {/ BC (E e AC). Tương tự, mp(DBC) cất 
__É) theo giao tuyến NF // BC (F e BD). 
{Dễ thấy.E lã trung điểm của AC). Thiết 
điện là hình thang MENF. n 


b) Từ câu a), tài có : 


ME JNF và ME = KH P4 0n0 T8 SP xứ #7 
Vẹy tứ giác MENF' là bánh bình hành khi và chỉ khi NF = ME = lạc, 
hay Nlàtmnmg điểm của CD. ' 


h Hình %8. 


Gọi l và 7 lần lượt là trung điểm: :của BC và AD) thì ỡ l trung điểm của 1. 


Mặt phẳng. QAD) chứa AD, AD /J (P) nên (TAD) cắt (P) theo giáo tuyến - 
MN qua Ở và song song với AD (M GSÀI, AE Đệ) : 
Khi É trùng với 7, thiết điện không: tồn tại. 


„ Khi ? không trùng với 7, ta có thiết điện là tam giác EFK.. - 


36. 


hành LƑFKO.. 


œ 90). 


_ a)-Gọi ï là giao điểm của So và AM (o hà. _ 'điểm c của ÁC và BD).Vì . 
. BD // (P) nên mặt phẳng (SBD) chứa BD cắt (P) theo giao: tuyến qua Ï và, 


b)(h.89) - 


` Theo .câu ä), mặt phẳng cắt Œ) song song với Ấp và chứa MN. 'Mặt khác l 


(Œ) song song với BƠ nên. nồ cất mp(ABC) và (BCD) theo các. giao 
tuyến lần lượt qua Ä, N\ và song sơng với BC, Ak2j thiết diện Tà hình bình 


AT. 


.¿ N"n... . .... . 


song song với.ÈD: Gợi E và Ƒ lần lượt là giao 'điểm của glao tuyến Hiày với 
các cạnh S và S7 thì Evà Hi lần dUẾt là giao điểm của 5B và cp với mặt 
phẳng (P).. h 


' Vậy thiết diện là tứ giác AEMF. 


b) Dễ kia lậP trọng tâm tam giác %C, ta có : 
SE SF.. ST 2 


mẻ _ $8. SD. SƠ. 3. 
Do đó: sa : 
đug _ SN: `. n 


2 
"Sạc . §C SP ..2. 3. 3 
2 
3 


-87 


_ 40, 


©) Dễ thấy K, A, 7 là ba điểm chung của bai mặt phẳng (P) và (ABCD) 
. nên-chúng nằm: trên. giao tuyến A của hai mặt, phẳng này. Vì BD ƒ “ và 
..BD c (ABCD) nên A /J BD' = A l4 EF. Ta có : 


BE _ấ-: 
BD ` SO : 
¬ xa 
là an Lên) 
(Œ.91) 


a) Thiết điện ABC?Đ' là . 
hình thang khi và chỉ khi ' 
AB/JCD' hoặc ADp ự BC" - 


Ta Có : 
“AB / c?' khi và Ghỉ khi 


. 8iao tuyến A của hai mặt 


phẳng (SÁB) và - (SCD) 
song song với A' tức là 
A//mpŒ'). 


_*® AD' /J CB' khi và chỉ khi 
-giao' tuyến A' của hai mặt 


phẳng (SAD) VÀ. (S8Ó). song „ T M 


N. Song với AD' tức là A'/ /'mpŒ).. 


“Vậy tứ giác A'BC'D' là hình _' 


38. 


* Hình 9 


thang khi và chỉ khi Œ) song Song với ¿ A hỏặc song song với N 


b) Tứ giáề ABCD l hình bình hành khi và chỉ khi mp(): sỌng song với 
._ cả hai đường, thẳng A và À, 


92) . 
Gọi B là giao điểm của đường 


. thẳng BƠ và AD. Khi đó B' là 


trưng điểm của AD và BƠ =2GP. ` 


Mặt khác ta có BI = 2IC. Do 


đó G1// CP'. Mà CPE nằm ˆ 


_ trên mp(ACP) nên JG song 
__. Song với mp(AC?Đ). 


§8“ 


„ Ẩ 


39. (h.93) ` n 
.a) Ta có  AB//(P),AB (ABC) 


_` VÀ AB//(P), AB c (ABD) 


“Từ (1) và (2) suy ra tứ giác MNEF là. - 


_'b) Gọi Hƒ và K lân lượt là trung điểm ˆ 
của:4B và CD.: : 


. =(AB@)¬(P)›=MF ./AB 


:=© (ABD) ¬(P) =NE /AB: 

Vậy ME/JNE/JAB `  .Œ) 
Chứng minh tương tự fä có - 

MN JJ EF JJ CD. _— 42) 


hình bình hành. 


_ Hình 93. 


Gọi 7 và L lần lượt. là các giao điểm của các cặp đường thẳng CH và à ME, 


...DN xà NE thì rõ ràng ba điểm J, 1, 1; thẳng hàng. Vậy khi (P) đi động mm 


tâm của hình bình hành: MNEF chạy trên đoận thẳng HK. 


Ngược. lại, lấy một điểm 7 bất kì trên đoạn thẳng #K. Qua 7 kê đường 


thẳng song song với CD lần lượt cất CH và DH tại J và. Qua J và L lần 
lượt kẻ hai đường thẳng ME (M e AC, Ƒ. eEC), NE(N eAD,E.e BD) cùng 
song song với AB. Dễ thấy tứ giác MNEF' là hình bình hãnh và có tâm là 7. 


mà Vậy tập hợp tâm Ƒ nh hình bình hành MNEF là đoạa thẳng HK 


§4. Hai mặt phẳng song song. 


40. 

41. . : Ặ 

_.Vì /ƒ b nên có mp() = = mp(2, b). Mặt pin) này cất hải mặt t phẳng song  - 
song (P) và (Ở) theo hai giao tuyến: song song.4AB và A'B'. Vậy tứ giác ABBA' - 


3), c).- 
Œ. 94). 


có AB /J A'B và AA'J/.BB ; do đó nó là một hình bình hành. Vậy AA' = BB. 


__ Hình 94 : tản Hình 95 


42, 


` mp(SBDĐ) là tam giác MEF. 


:: Tương tự, thiết điện của hình chóp khi. 
“ cất bởi mặt phẳng qua: và song -song 
-với mp(S8Đ) là tam giác KH với NK lễ S8, 


song với mp(SBD).và E, F là giao điểm `. 
: của (P) với các cạnh 4B và AD. Khi đó, - 
- đễ thấy ME j/J SB, MF JI SD và EF JJ BD. 


(. 95) 
Gọi (Ở) là mặt phẳng duy nhất đi qua Av và. song song: với œ). Giá sử a là 
một đường thẳng bất kì qua A và song song với li Ta KH chứng minh 


. đường thẳng 4 nằm trên (Ø). 


Vì a// ŒP) Tiên cố “đường, thẳng b thuộc (P) sảo cho z và : song song. Vậy 
rnp(2, b) cất {G) theo giao. tuyến Z'qua.A và song. song với b. Từ đó ã 


_ trùng với đ, tức là 4a nằm trên. (G). 
43.: 


a) (h.96) 


Giả sử (P) là mặt phẳng An và: song... 


Vậy thiết diện của hình chóp khi cắt bởi.. - 
mặt phẳng. qua ý và song :sọng với ⁄- 


_ NHIJSĐ,KHI[BD. .... .._._... Hình 96, 


.' b) 1, J lân lượt là giao điểm của: . mặt phẳng. (MEF), (NKH): với AC cũng . 
chính là giao điểm của EƑ, KH với ÁC. Do M là trung điểm của SA và .. 


- ME JJ SB, ME Jj SD nên E, Ƒ lần lượt là trung điểm của 4B và AD. Từ đó 


44. 


-Vậy IO= SO.. 


suy fa lễ là. Tô điểm ‹ của AO, @ đây Ø : giao điểm của AC và 8D). 


Tương tự G7= 20C. Vừ//= = š AC... 
(RƠT) s22 S 
° Giả sửA'BCD” là hình bình hành. 
Ta cÓ : l 
AB, JUCP 
ABc (ŠAB)_ 
C p œc GCĐÐ) 


Suy-Tra giao tuyến, .A: của GAP) š và à (CĐ). D. : 
song song với A'B' và C?. : : : -. Mình 97 


Mặt khác - n 
..AB//CD- 


ABC (SAB) - L. =À//ABÍ[CP. 
CDc (SCĐ) lào ca 
- Vậy KV JƑAB © AB JJ(ABCP).  - ảnh 


Chứng minh tương tự, ta CÓ tộc Ni 
AD'JIAD=AD JJ(ABCP)........ ".... 


Từ tŒ) và @)s suy ra. (P) /I (ABCP)- 
..*® Giả sử (P) J (ABCD)... 


Khi đó hai mặt phẳng: Œ® và (ABCD) bị mặt phẳng (S4Đ) cắt theo hai, 'gúP , 
tuyến A® và AB song song. ì 


Tương tự, ta có : 
.CP'JJCD.. 
zŒ BC 
UIT hú - “AD'/JAD. . 
: suy Ta. .__AB/ cp' và BC HA... 


45. 


' của các cặp đường thẳng Š! và AB, SJ.. 
.và BC, SK và CA. Khi đó F, Ƒ, K' lần - 


. Ta có ` 


' Mặt khác mp(J'K) = mp(A8C); 


Vậy tứ giác ABC 'Ð' là hình bình hành.. 


Œ.98)ˆ 
8) Gọi Ƒ,.J, & lần lượt là giáo. điểm .. 


lượt là trung điểm của. các . cạnh 4B, 
BC và CA. ï 


Sf..SKE: 2 
SN KP N/P c3 
=1K/JTK, KJ II KỪ 
= mp(K) /J mp(K). 


Vậy _.. ŒJK) // (ABC). "`... ..... 


: b).Ta có KM // (ABC) khi và chỉ khi Kư thuộc mp(P) quả, K và song song 


„ VỚI ới mp(ABC). Vậy KM JJ (ABC) khi. và chỉ khi e nà 


9 


46, 


Gọi A', PB, Œ lần lượt là các giao điểm của Œ) với các giểnHý bác s8, sC. 


Khi đó A'E' // AB, BC'/BC, -CA' JI CA. 


sao cho KM Ủ) Khi là tam giác ABC". 
(Œh99) .., 
a) * ŒP) /J SAB) - 


(P)¬(ABCD) =MN | — MN JJAB ` 


(SAB) ¬ (ABCD) = AB| ` 
* Œ)//(SAB) 


(P)(SBC)=MF- -Ì — MFIISB ˆ 


- (SAB) ¬ (SBC) =.SB ` 
* Œ)/I (SAB) - 
Œ)a(AD)= NE.. }—= NEIISA 
(SAB) ¬ (SAD)= SA.) 
° ®)/GD 
CDC (CD). = EFJICD 
Œ)O (SCĐ)= EF | - 


_ Các điểm N, E, F được XÁC định bởi (), 


'Ø), @), (4) là giaỏ điểm của (P).với ._.- 
.AD, §D, SC có tính chất EF JJ MN. Vậy 


thiết điện là hình thang MNET.. 


_b) Xết ba mặt phẳng Œ), (GSAD), (SBC). -ˆ 


Tacó:..... . 
P)^ (SAD)=NE ' 

- ŒP) n(SBC) = ME —. 

- @AD) (SBC) =A. 


: Vậy ba đường. thẳng: NE, ME, A đồng . 


quy tại 7 (ï là giao điểm của-NE 


_.. và MP). Từ đó, điểm 7 chạy trên đường 


92 


thẳng A cố DEN: 


- Theo giả thiết M chỉ nằm trong hình chóp S:ABC; nên: tập Tợp các điểm M 


q@) 
_Ø 


@) 


® 


A1. 


(h.100) - 
a) Trường hợp M không #Rg là trung 
điểm của ĐC. : 
Nối M với 1 cắt ÁC tại E: Nối E vớig cắt . 
ADtaiN.N chính1à điểm cân tìm. ẹ 


-..Trường hợp M là trung điển của BC. 


: bità2 Lén 
IB_ AB —- No 
-b) Vì —— + =1 Sử dong qua ,.... 


—48, 


:. phẳng đó thì rõ ràng 7 e (2). Mặt phẳng 
này cất tứ: điện ABCD' theo thiết điện. là hình. bình hành, PORS. Vì Mchỉ - 
_ chạy trên đoạn AB, N chỉ đi động trên. 'CD nên điểm 7 luôn nằm TU) tứ . 
điện, tức là 7 luôn nằm trong hình bình bằnh SORS. l 


ˆ Phân đảo. Lấy một điểm ï nằm trong hình bình hành PORS. Qua Ï có một : 
đường thẳng cắt hai cạnh AB và CD tại Mi và N (bài tập 32 m n Hã 


Khi đó ïM // AC và (JM) /J AC. 'Vậy 


- mpJM) cắt mp(4CD) theo giao. m 


AD, BC có ba mặt phẳng song SỮng- ¿ 


ˆ Hình 1-. : 


(định lí.Ta-lét đảo). Ba mặt phẳng này cắt hai ¡ đường thẳng AB và NM tại 
các điểm I, A, B và K, N, M: TU hoc điểm. của AB nên Ấ là trung, 


điểm của MN (định 1 . 
(101) - 


_ Phân thuận. Giả sử ï là trung điểm của ` 


MN. Gọi P, Q, R, S lẩn lượt: là trung 
điểm của.BC, CA, AD và DB. V.. 


PB _PC._.BC 
TM IN” MN 


.nên BMM, .P], CN cùng song song với 
. MỘC mặt phẳng, mặt phẳng này song. 
sông với AB 'và CD. Gọi (2) là mặt.. 


phẳng - qua P và song song với mặt 


,ih 10i _ 


SGK). Theo định 1í Ta-lét thì7 là trung điểm của ,MN. 


Vậy tập hợp các điểm 7: 1à hình 'bình hành PORS (cùng với các Jdiểm Băng 
của nó).. 
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49. (h.102)— 


ˆ Bốn mặt phẳng lần lượt qua 4, 8, C, 


50. 


. song Song với:cạnh đối điện. Khi đó. 
, sấu. mặt phẳng, vừa dựng sẽ cất nhau `. 
- teo Tiột hình hộp cần tìm có. sắu. mặt '-“-... 
_ bên nằm trên sáu mặt phẳng r nói trên. 


-phẳng MNEF) cất đường thẳng A. `' 


“định lí 'Ta-lết ta CÓ: 


- Vậy 


a) Ta vẽ một đường thẳng A bất kì cắt sai 
mặt phẳng (MNEF)t tại một điểm O. 


D và đồng thời song song với mặt: 
theo thứ tự tại Á', B, C' và D'. Theo ` 


MA _ÍOA', NB _ ƠB' 
MB. ÓOB`NC_ ÓC” 
C2 Si 2á BỆN La củ 
ED- „ã định - ĐÁ: 


ˆ MA _NB BC ED' `... ÓC' ÓD' - 
MB_NC ` ED `FA ` OB'- OC'`OP' ` OA' 

b) Chứng minh như câu bà bài 31 (chương. Đ. 

@.103) 


Cách 1. Qua mỗi cạnh của Hình # tng 
diện ABCD ta dựng một mặt phẳng. 


Cách 2. Qua trung điểm 1 của AB ta - _ 


s. dựng đoạn thẳng C'P' bằng đoạn CD ¬- : Hình 103 


sao cho CD" CD và 1à trung điểm . 


của C'D'. Qua trung điểm T_của CD ta đựng đoạn AP bằng đoạn AB sao 


cối cho A?®' // AB và Ƒ là trung điểm ‹ của AE. Khi đó ï Tố rầng ACB " .Ả' CEBD 


§1. 


là hình hộp cần dựng. ˆ 
Œ.104j “+: 7- 
â), Sử dụng định L3 Tạ- lót. 


Gọi (P) là mặt phẳng. qua : ADp và. Song song với mp(A'D' CP) tớ œ vì 
ADƒ/j AD), ` l 


94 7 


Gợi @ là mặt phẳng qua M và song Song VỚI Nang ñ): Giả sử (Ó) cất 
DB tại N- 


Theo định lí Ta-lét, ta có 
° DI IH.U Si ly 
Vì các mặt của hình điệp đà hình. 
vuông cạnh nên 
_ "-AD'=DB= A5. ì 
- Từ Œ®, ta có AM =DN' 
'>DN=DN 4 
=_'.. 0 : __ Hình 10C 
| =MNC(0).~ th: Đề 
Mà () W (@Ap CB). sửy Ta MN luôn : song song, với mặt Phàng cố định 


` ADCB). ` ` 


_Sử dụng định HÀ Ta: ét đảo. "`... 
AM _ MD'. AD' 
Từ giả thiết: ta CÓ: ĐN T _NB BE 


suy ra ÀD, MN và DB luôn song song với một mặt phẳng (định lí Ta-lét .. 
đáo). Vậy MÃN luôn song song với một Tnặt phẳng (P), mà Œ) song đc 
với AD và D'B: Có thể Điều mặt phẳng này chính là bia Si (0/215 


'b) Gọi Ø là giao điểm của DB và AC, Tả có... 
DN= x., no- sẼ n ' : 
DN= 300 
Suy Ta N l trọng tâm tam giác ApC. ` 


Chứng minh tương tự, 1a có 6 M là trọng tân: tam giác AAD. vự CN và 
AM cắt nhau tại? là trung điểm' của 4D, Ta có -' 
x TM 1N À1 ị tr. 


95: 


52. Œ.105). 


“nên trung điểm.E của 
- đường chéo. .BƠi cũng: là 
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- 'b) Theo câu a) thì mp(ÁCB,) -` 


a) Gọi Ó là tâm của hình ` 
bình hành ABCD. Dễ thấy 


BịØ,OB là hình bình bành, 


trung điểm của đường chéo .. 
OB;: Do đó E nằm trên - - 
OB,. Mà OB, nằm trên. „ 
mp(ACB)): Vậy E nằm trên 
mp(ACB)). nh 


cũng là mp(EAC). Do đó 


Hình 105 


(P) là mặt phẳng qua K và song song Với mp(AG)). Từ K kẻ đường txè 
._ Song song Với AC cắt AD, AB, BC lần lượt tại Kụ, ⁄, ¡H. Từ 7 kẻ đường 
: thẳng Song song với ABi, cắt ÄÁt, All, BBỊ lần lượt tại K2, Kuã 1.Nối Ị và, 


.H cắt ® 1C; CỊC tại K¿ và Ka. 


Dễ thấy thiết điện là lục giáp A có các cạnh đối song song 


.với nhau: 
3. 


(. 106) ˆ 


.-a) "Trong mp(ABEA) nối M vá „ cất Tc 
1"... : 
Trong mp(ABC) nối M với E cất & CB 

“tại D: 


“Thiết điện là tứ giác c DEKB. 


b) Kẻ EF /! AB  e CB). Khi đó EF` 


là đường trung bình của tam giác ABC 
và EF = „ Xét tam giác DBM ta có. 


- FD_ EF cặp 
BDˆ _ BM_ 3 
1 
Suy ra FD = 2?F= = 27 
_ BD _ lãi : 
vụ CD” 


Hình 106 - 


+PC, tức D là trung điểm c của FC... 


54. ạ. 107) - 


'(BẠC). Ta có 


a) Ta có JJ là đường t trung bình của tam „ 
giác C'AB, nên jJ // AB. Mà AB nằm 
trên mp(ABBA`). _Vậy Mủử (ABBA% : 


Chứng minh tương tự; ta có 
-JKJJ (ACCA), 1K ƒj (GCCP).. 
b) Xét ba mặt phẳng. (CAB), (A8Ó), ` 


(C4Đ) {A'BC) = BI : 
„ (AB) (BAO) =AJ 
(BAC) ¬ (A'BG)= CK. : 
Vậy theo định lí giao tuyến.của ba mặt - -- n 
phẳng thì ba đường thẳng Bĩ, AU, CK l - Hình 107. 
đồng quy: tại một điểm. - .. "` 


Ỉ e Theẻo câu. s),) ta có : 


55. 


Chứng Thế xi ..OŒ/ICC'. 


(h.108) 

_a) Theo giả thiết, ta có 
AM ĐN 
MD —NC 


JIAB 


JKlÌ ae|^ _ 09 ị (45C). 


: Dể thấy Ó là trọng tâm. tam giác CAP. Gọi MB giao điểm của co với 
AB thì M là tung điểm của AB. Vậy ba điểm M, G, € thẳng hàng. 


Vì Ó và G lần lượt là trọng tâm của hãi tam giác CAB và CABr nên ta có 
MÔ - MG _1 ' ẫ : : 
57/2 BS7:o BE ipficsiii cc: “`... 


Từ (1) và (2).suy ra ba điểm O,.G, G. 
thẳng hàng. 


AM _ MD— AD... 
PN —NC"” D'C'`. 


ˆ Hình 108 


TA - BT HÌNH HỢC TING x ' . mà. SP nhi‹ế : Si : 97 


56. 


nằm trên mp(4BCD), suy Ta 


OR(/ (ABCD). - 268.5, 
- Tí luận tương tự ta có ổ : x 
PQ 1 (ABCD). ng... 


_ Với ® cắt DD' và cc' Tấn lượt tại E và 


..©) Do AN./BD suy ra D là trung điểm 


357. : 
- các cạnh. ÁA'; BB`.CC, DD'. Vì BG 
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-b) Theo câu a), ta có OR // (ABCĐ) suy ˆ 


'Mặt khác DE // CM 


“Theo định tí Ta-lét đảo ta có MN, AD, _ĐC -cùng SOng song: với một r mặt 


phẳng (ŒP). Mặt phẳng ŒP) song song với ÄD''và DC!. Nhưng AD' //.BC'nên 
mặt phẳng. œŒ) song Song Với mp(CBĐ). Từ đó; ta cóMN //(C' BD). 


b) Từ M kẻ 1⁄E // BD, cắt AB:tại E ; từ Z kẻ đường thẳng EƑ // AB, cắt BB' ` 
tại F; từ Ƒ kẻ đường thẳng F7 /'BC, cất BC! tại ] ; :từ N kế đường thẳng ÄÑ7 // CD 


cắt DD tại ƒ; Đễ thấy thiết điện là lục giác: MEFINU c6 Các: cạnh: đối lần " 


lượt song sọng với Đa. cạnh của tam giác C'BD. 


(h. 109) : : 
a) Dễ thấy @KR l& đường trung bình của _ 
tam giác C*BD nên QR (/ BD. Mà BD 


Từ () và (2) suy ra (PORS) // (ABCD). 


Ta mặt phẳng (AOR) cắt mp(ABCD) . 
theo một giao tuyển song song với BD.' '`. - -- 
Giao tuyến này cất CD tại N. Nối WKM.... 


1M. Nối M với Q' cắt BB' tại F. Dễ thấy “-..~. 
thiết điện là hình bình: hành AEME. 


của CN, _đễ thấy \ 
AEDR= AMCIR = DE=MC. 

hố ÚE: DE _ ND củ TÊIC ] 

TH CM—NG...2 ` MC?' 

Œ. 110). Gọi: S TT điểm đồng quy của 


song song với 4D nên giao tuyến A của - - - l 
hai mặt. phẳng (CC), (AADD) đi + —. `. — Hìnhll9 


7B.- BT HÌNH-HỌC 11/NC ` 


qua Š và song song với BC. Rõ rằng 1, N là hai điểm chung của hai mặt 
phẳng nói trên. Do đó 1⁄, W đều thuộc Á. Lí luận tương tự ; hai điểm P; Q 


:.„ thuộc giao tuyến A' của hai mặt phẳng (ABE. A9 và (CDP' C) (giao tuyến 


này đi qua Š và song song- với AB). Vậy bốn điểm, N P,Q cùng: nằm trên - 


rap(A, A). 


§5. Phép chiếu song song: 


58. 


(Œ.111) 


a) Qua 8C ta đựng một mặt phẳng 


(P). không. đi qua A. Trong: mặt 


phẳng ÁP) 1a dựng tam giác cân 


BCA¡ (BA: = CA¡). Khi đó, phép 


chiếu song song lên mp(Œ?) theo: 
'. phương chiếu ƒ = AÁ¡ biến tam giác: . 
_ABC thành tam giác cân ABC. „` -.- 
¬ Trong (P)-Ở câu a), t4 đựng tam... 

giác đều BCA; và chọn phường chiếu T5 hộ 


— I=AÁy Š 


:89. 


Ồ Trong (ŒP) ở cân, )y ta ta dựng tam 
"giác vuông BCAa (BÁ¿C = 909) và 


chọn phương chiếu j= A4a. - ' 
(h.112) : Sử 


Vì phương chiếu-7 là đường"thẳng 


AB nên hình chiếu'của đoạn thẳng 
AB.là giao điểm của AB và (P). 

Do đó. . ABx(P)=A'=B. 

€ và.D có hình chiếu là C' và Ð, 


Vậy hình chiếu của tứ diện ABCD... 


_... lên mp(P) theo phương chiếu AB là 


. tam giác A'CD'; 
60. v 
. Chọn mặt phẳng chiếu ® qua Gị 


và không chứa 4. Gọi Ø là tâm -ˆ 
của hình. hộp. Khi đó hình chiếu 


@Œ.113) 


+. của các điểm A,O, C¡ là- điểm Ct. 


Hình 113 - 
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. 61. 


62. 


63. 


- của mnp(CC'C;A) với mpŒ) song: 
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-. Vì Ï thuộc mp(ABCD) nền ïN cất 


-Gọi (P) là mặt phẳng đi qua AA' và. 


- ta cũng có CC' 7 mp(P). Xét phép 


Hình. chiếu của: đoạn thắng BD là đoạn' thẳng BD nhận C¡ làm trung điểm. - 
Hình chiếu của đoạn' thắng CA; là đoạn thẳng CA' nhận: C¡ làm-trung điểm. 
§ Hình: chiếu của đoạn thẳng 'BD\. lä đoạn thẳng B"D" nhận C ¡làm trung điểm - 


Vậy hình chiếu của hình hộp 'ABCD.A1BIC 1Ð¡ lên mp(P) theo phương chiếu 
AC} là lục giác A'B'B"Œ! D.D" có các cạnh đối song song và bằng nhau. 
“Thông thường là một hình tứ giác ABCD và hai đường chéo AC, BD có các 
nét khuất, nét liền.. ` 
(Œh.114) 

Trước hết, ta tầm giao điển: của đường  ˆ 
thẳng PM với mặt phẳng (ABCD). 

Gọi P¡ là hình Chiếu song song của -- 
P trên mp(42CĐ) theo phương '.7 
chiếu AA'. Khi đó PM cắt P,A tại ` ˆ ˆ 


AB tại K- Gọi. E là giao điểm của ` 
KM với A'P'. Nối E với P' cắt A'D' 
và BC' lần lượt:tại Ƒ và G. Vậy `. : số, hố 
thiết điện là ngũ giác Ah Lớn ¬ _— Hình114 
Ạ. 115) ; : nề 


sơng song với BE. Theo định lí Ta-lét,' 


chiếu song :song lên mp(P) theo. 
phương chiếu đ, ta được hình chiếu 
của A', B', C' tương ứng là A', Bị, C¡. 
Khi đó ba điểm A', Bị, C - 
thắng hàng. Ta có cc: J/ CA và vì : 
CC' // mp(P) nên giao tuyến AC” 


* Hình 115 ỹ 
song với CC...Do đó tứ giác CC! C¡ịA là: hình bình hành, nên AC+= CC. 
Tương i tự như vậy, ta cũng chứng minh được AB¡ = BB.. Ta phải ciững 
ˆˆ mình AA' +AC¡.>2ABị. 

Thật, vậy, vì" là rung điểm cửa A' C' nến ni ] là trưng điểm của cạnh A C 1 
của tam giác AACI: "Từ đó đễ thấy tổng hai cạnh ÁA' và ÁC) trong-tam 
giác AA'Cy lớn hơn hai lần trung tuyến ứng với cạnh thứ ba. . 


';,. Xét. phép chiếu song song- lên 


. (H.116) 
3) Giả sử đã dựng được đường thẳng A 
cần tìm cắt cả AN và BA. Gọi 7, J - „ 
lần lượt là giao điểm của A với AN 
và BA'. : NHẠC : 
Xét phép chiếu song song lên -- 
mp(ABCD) theo phương chiếu A'B. 
Khi đó ba điểm J, 7, M lần lượt có X Tn 
hình chiếu là 8; 7 và 1⁄4. Do đó ba. : Hình T16 
điểm B, 7, M thẳng hàng. Gọi N' là. 
hình chiếu của thì AN' là hình chiếu-của AN: Vi thuộc AN nên h thuộc 
AN'. Vậy T là giao điểm của BM và AN... l 
Từ phân tích ở trên ta có thể dựng đường thẳng ^ theo các bước sau đây : 
= Lấy giao điểm ự của AN'. và BM- . Ề tạ 
-.— Trong mp(ANN) dựng 1P MJNN' (đã có NN 1 Cp' ỳ cất AN tại L 
-— Vẽ đường thẳng MỊ, .đó là đường. thẳng A cân tìm. : 
Dễ chứng mỉnh được, đường. thắng Ài nói: trên cắt BAI.. 
b) Dễ thấy . bi CN : Tội  lênh- 3 mật ‹# Ta và 
Suy Ta = CD =AB.. . 
Do đó 7 là trùng điểm của BM.. 
Mặt khác T 7 “: nên #Ƒ là đường trung. bình. của tấm giác MB, s Ta” 


"TM = “=1 -a “ 


SÃ 
b (. 117) 
a) Giả sử đã xác định được đường 


thẳng A cất AC: và HẠ lần lượt tại 
- tvà J. : 


. mp(ABB¡4;) theo phương chiếu. ˆ 
_ĐịBị. Khi đó, hình chiếu của ba 
-điểm thẳng hàng A,7,C¡ lân lượtl ˆ 
- ba điểm thẳng hàng A, 7, K` Mặt” 
' khác J thuộc B4, nên 7 chính là : 
-.,glao điểm của AK và BÀI. St A- TY Hình 117: 
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.— Qua 7 đựng đường thẳng A/ cự (đã. có cư J Bị) tá được. đường vui 


66. 


_ phương chiếu AA'. Các điểm N„.P. 


: Lấy giao điểm Ở của AK và 'BÁI. 


điểm trong của các mặt phẳng - 


; định như hình vẽ. Trước.hết ta tìm 
giao điểm J của PN với - F 
_mp(ABCD). Ta xét phép chiếu .. 


Từ đó, ta CÓ. ó cách dựng đường thẳng A theo các. bước sau đây : 


" Dựng “điểm K: là hình chiếu của C¡ (heo phương chiếu ĐịB). 


thẳng ¬ cần tìm. 
bỳ Dễ thấy AIBi,=BỊK —> ›AjK= 2AB co Aii= 4, 


VIAB (AIK= c Tế” "4£ .~ 


AI D7 ị AT ĐT 
Mặt khác / Cụ S 'ÊP [2N T87 nD-:7TR-N 


(h. 118) 
a) Giả sử M, N, Plần lượt, là các. 


(ABCD), (ABBA), (ADDA' xác .. 


song song' lên mp(ABCD). theo 


có hình chiếu lần lượt là N, Pq... 
(Nị AB, Öị < AD). Khi đó ¡ là 


giao điểm của.PN với PỊNt. N"ỹ X Hình 118 


Trong mp(ABCĐ) n‹ nối ƒ và A⁄ lần lượt cất DA, DC và CB tại K, L, G. 


: “Trong, mặt phẳng. (AAD'D) nối K và P cất AA' tại H. 
Trong mặt phẳng (AAĐB®) nối H và Ñ cất BB. tại E. 
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Trong mặt phẳng (BCCP) nối E và XẺ cắt cc tại +. 
Vậy thiết điện là ngũ giác EFLKH Là In 


b) Làm tương tự như câu 4). 


__ 67 (E119) 


Hình 119 


a) Phân tích - 


.:Giả:sử đã dựng: được tarn giác ABC có 6 ba đỉnh A/ b, C lân kượt hầm tẻa ba đường Ề 
thẳng 4, b, c đôi một chéo nhau cho trước và nhận điểm Œ-làm trọng tâm. ˆ 


Lấy các điểm An, Bị, Cự lần lượt nằm trên ở, b, e và gọi Œ) là mp(A;C Ù- 


. Xét phép chiếu song song lên. mp(P) theo phương chiếu là đường. thẳng a.. ` 


Gọi tam giác A¡#' C' là hình chiếu của tam giác ABC. Khi đó trọng tâm Œ' 


` -:của tam giác, A# C*là hình chiếu của trọng, tấm - G của tam giác ABC, S4 


trung điểm Ƒ của #C' là hình chiếu của trung điểm 7 của BC. ` 


: Vậy khi đã chọn. @Œ)ứì các điểm, Ai, Œ dựng được và do đó: Tĩc cũng dựng : 
`... được, Ta chỉ cần đựng hai điểm B' và Ẹ sao cho tam giác Á¡B'C' nhận Œ' 
. làm trọng tâm với B' e by C <e _ (bạ ét lần lượt là hình chiếu của b và c). 5 
- b) Cách đựng - : : : : ' 


Lấy ba điểm Ai, Bị, ến tuỳ ý sao Ehö-Ä ca, Bị e?, Ci <e €, củ 

Xác định mặt phẳng Œ} là mặt phẳng đi qua ba điểm LÊN Đụ C 1 : 

- Dựng các hình chiếu bị, c¡ của b và c trên Œ theo Phương c chiếu. 4 và 
dựng hình chiếu G của điểm - : 

Trong mp(P), dựng điểm 1 SãO ghYG AT = SÁG 

Trong mp(P), dựng. điểm E' e T1 lo € c¡ sao choƑ là trung điểm của ĐC. 
Dựng điểm B-e b,C ec sao cho. BE CC 1a. 

Dựng điểm 7 e BC SaO: chó 1T /a, hay Tà trung điểm của BC. . 


'Trong mp2, /Ƒ) dựng : đường thẳng 7 cắt a tại A. 
Dựng tam giác ABC với ba điểm A, 3 € vừa /a dựng được.. 
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c) Chứng minh: 
Mh: - AAi/GG/II 


niên THẾ Dị 
AG~ “G, 2: 


suy ra G là trọng tâm tam giác ABC. - 

đ) Biện luận. Bài toán có một nghiệm hình.` .. 
Bài tập ôn tập chương _ ˆ 
68. (h.120) 


Hàm 120, 


Ta nhận thấy rằng : Nếu ba đường thẳng bất kì, trong.n 'đ ng, thẳng Tc > 3) 
__ đã cho đồng quy thì ø đường thẳng đó đồng. .quy. Còn nếu tồn. tại ba đường 
._ thẳng không đồng quy mà từng đôi một cắt nhau tại ba điểm A, B, C thì rõ 
-_ rầng A, B, C không thẳng hàng. hi đó các đường thẳng Còn lại đều cắt ba. 
_ đường thẳng nói trên nên chúng đều thuộc Tin My với giá hà SE : 
. Vậy ta chỉ cần chứng minh cho trường hợpøz=3. l 
Giả sử ba đường thẳng đã cho là a,b và c; ;:A,B, € lần lượt là giao: “điểm 
_ của các cặp đường thẳng b và c, c và a; a và b. Nếu các điểm A, B, C phân 
biệt từng cặp thì đễ thấy ø, b,.c đều thuộc mp(ABC) (trái với giả thiết). Vậy 
L các điểm A, 5,C phải trùng nhau. Do đó ba đường bà 8,b,€ n quy. 
:69.' qŒ. 121) 
a) Gọi N là giao điểm của EM và 
CD. Do M là trung điểm của AB và -.. 
AB JJ CD nên N cũng là trung điểm: - 
của CD ;`suy ra 'G thuộc EM, hay ' 
Gemp(SEM), tức là các điểm S, 
E, M, G thuộc mp(SEM). : 
”- Gọi Ó-là giao điểm của AC và BD 
„thì đường thẳng MN đi quà Ó. Vậy 


` ` 
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"79. 


_ ba mặt phẳng (SEM), (SAC) và (SBP) đều có chung hai điểm § và: 0 niên 


SỞ chính là giao tuyến chung A của ba mặt phẳng trên. 
b)-Vì-K thuộc AD) và ĐC ¡ nên tương ứng K thuộc mp(S4D) và rnp(SBC). 


. Do:đó K nằm trên giao tuyến. SE của ' Hãi mặt Tưng, ÁP) và GC). Vậy 


ba điểm S, E, K thẳng hàng. : ¡ 
Điểm Ó¡ nằm trên AC và BD: nên Hới phải thuộc (SAC) và (6BD) đo SỤ 


ACi c(SAC); BD\:C: (SBD)). Từ đó, suy rả Óy Dung thuộc. giao tuyến. NN : 


của hai mặt phẳng (&AG@ và (SBD). 
(h:122) 


'a) Mặt phẳng (Ø) và mật phẳng @®) 


› có ba điểm chủng là 4i, P, và C...:: 


-__BB, © mp(B, b) 
Từ đó, suy ra 1 thuộc giao tuyến Ai của hai mặt Ephẳng Œ;Ðb) và A, 3). Do ` 


._ Sb) Tacó: -- 
`. 6€AÁi - 


nên ba điểm đó phải thẳng hàng ; - 
tức là đường thẳng 4B luôn đi 
qua điểm cố định C. Thun 


AA R mp(Á, 4 Tung đ;— , 


le BB, 


|=ie <mp(G®, an Đề : - Hình 122. 


hai mặt phẳng này cố định nên đường thắng A¡ cố ý định. : 
Chứng minh tương tự, điểm J- chạy trên đường thẳng. cố. định A; là giao 


- tuyến của hai mặt phẳng cố Ty Ng b) và mpŒ, 2). (Chú ý A1 A¿ đều , 


đi qua Ó)- 
c) Hai đường diững 1, AB đều thuộc (0) \ và diớy không thể song Song. 
nên chúng cắt nhau tại một điểm K. 

Ta có: Ke# 


=K emp(A ,Á 
HT) P(êL, À2). ° 


Mặt khác K thuộc 4B. Do đó K chính là giao điểm của SG: thẳng cố 
định AB với TP(ÂI, Á¿) cố định nên L9 cố địmh. Vậy đường thẳng J HỊP đi 
qua điểm Kcố định. Ì 
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71. 


Mặt khác Mỹ là đường trung bình của 


h b) Rõ ràng tấm' đường thẳng đã cho 


(h.123).. mm ố7 <5 
lì g42 Tin, 


1O _1 - Ễ 


tam giác DSC nên _MJ ⁄ %C. ừ đó, 
Su Tả GG; . Mử. : 


không đồng phẳng ; ; ta chỉ cần chứng " 
minh chúng cất nhau từng đôi. 


_: Lấy hai đường thẳng bất kì trong tâm - ng đa Hi. 123 


3 


đường thẳng trên (chẳng hạn như:hai : „sa 
đường thẳng 1G; và JG;). Theo câu a):thì GIÓ, T Mỹ; do đó là và nh š 
nằm trong mp(G¡GzJƑM)..Vậy MG; và JG; cắt, nhau. 


ˆ+: Vậy-theo bài 68 (chương JD, ta có tấm đường thẳng đã cho không đồng 


phẳng và từng đôi cất nhau nên ng Đóng quy tại một điểm C 


VIÊN li Xét. mp(ABCD). Dễ thấy - 


OÄ+OB+ OC + 0B =0 
=' Ø0D=~(OÄ+OB + 0Q) = -30G; @ Gï ñ trọng tâm tam giác ABC) 
=0, G„ D thẳng hàng và QD = 30G;... 

Xét ba mặt phẳng (G,G2JM), (G2MD), (SIU). Ta có. 
- (GG;JM) ¬ (G;MD) = =GM_ 
(GG;JM)^ (SI) = GJ 
` (G;MĐ) © (Si) = SO: 


Vậy GM, GJ và SO đồng quy. Theo kết quả câu bề thì GạM và G7 cắt 
nhau tại Ơ. Vậy điểm G nằm trên SỞ: 


Kẻ 34M song song với SO và cắt GDu tại M ta có : 
: 0G, 


TU .0G`.. OG... _. 
_OM=MD= 20D=3 206; và PMM, GMI 5-5 
sã | SÓQ, 

` - “ M 3 : 
= 00s TMM'= =¿80 
=. GS=460. 
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72. (h.124). 


2) Vì AM jƒ SA nên có mp(MA, ẨA), 


Mặt phẳng này và mặt phẳng ˆ 


(ABC) có ba điểm chung A, M, ÁN. 
Do đó. ba điểm A4, M, N phải 


nằm trên giao tuyến của hai. 


mặt phẳng nói trên. Vậy ba 
điểm đó phải thẳng hàng. 


'Kéo đài AM cất BC tại N.- _ 
..Trong mp(SAN), kế MA' song „ 
`'sòng với SA cắt ŠN tại A'. Điểm 


` A' là điểm cần âm: 


"Tương tự xác định được. các - 


.. đimB,C.-... 
sazc Sưac „ MN 
lễ 00606, 7%. 779081717 
m . XE, MA, 
 & AN - $A 
Sưạc _ 1A' 
Vay Sup. SA 


5, 


._ nối ®' với ï cắt SJĐ tại D'. Khi 


€) Chứng minh tương tự như câu b), ta có 


SựụcA. _ #P'. Suan 


'S4pc - 5B Ì Sạc 


Vậy. “uy † $7 N ek 
AC ong 
SABC 
.a) (h.125) 


“Trong mb(SAC) nối A' với C' 


cất SƠ tại ï. Trong mp(SBD). 


đó D' chính là giao điểm của 
rmp(P) với $D. ˆ 


` Hình 124 


_ MA MB' MC' _ Suc + Šưca + Šnnp 


'Hình 125 
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: Đ) @Œ.126) 


“Trong mp(SAC), kế ÀE /AC cắt t§O tại cm 


Vậy từ tr) và Ø),s SUYrA 


Từ 6) và (4), suy Ta 


` 74, 


-'a) 'AC/J (ø) - 


kẻCF//AC cất SO tại Ƒ: Ta có : 


_. d SE, SO-OE `: độ vế 
"na ẤN IẾP 
_SC _ SE _ SO+0E, Ó. 
§C” Ñ.S _& 


Do trung. điểm của Aể và AE /J CF. 


nên OE = OF- ¡ 
kế SA 
..SÁ' 


S%C 


SH 
SB'." 


SD 


5D” 


Y0: 
" $c 
- SG”, 


8A 


SẠT s” 
(Œh.127) ˆ 


. ACC(AB@  ‡ 
(2) (ABC) = PQ]-- 
AC () 

-AC C (ACD) 
(ø)  (ACD) = 
Từ trên, suy ra ,0 / RSựư/ AC ). 
Chứng minh tương tự, ta có 
__ PSJ 0R, (/BD). 


ai lÁ 
. ©) Chứng: Trính tương tự như câu b), ta có 


P@MAC: . - 


- T  AC, 
ˆa) 


@)- 


Hình 126 


250 


_ 


s „SP. 
sp” 


-„- Hình 127 


_ Từ (1) và @) Súy Tả tứ. giác PORS là hình bình. hành: 
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: L1 


vu 


bu map fŠ-Ƒ2 


BD ` AE 

_ | „ s~ 5Ð. pả, KỊ s. nó @' 
Vì. `... ` 

nên. ' Xu Tp 4. Pế cư : '@ 


Tứ giác PoRS là hình thoi khi và chỉ khi P§= ?o- 
=- BD.PA = ÁC.PB- 
~..ˆ".... NÓI P Bi 
¬-...ẽ.. c4. . . s.. 6) 
Vậy tứ giác PORS là hình thoi khi và chỉ khi mp(2 qua điển P (được xác ˆ : 


_định bởi 6) kử thời Sọng song với cả ác và BD. 
.a) đ. 128)- ¿ ni, ệ : 
_ Qua Mì kế đường thẳng NI song song với so cắt AC tại ạ - Quả Ikê: 


-đường thẳng song song với ĐC cắt AB, CD, DB lần lượt tại N, È, J. Qua J 


` kẻ đường thẳng sơng song với " cắt sp tại F. Tứ giác MNEF là thiết điện 


cần tìm. 


Hình 128. 
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') «. 129). 


: thẳng Song song: với §$D. cất cạnh 


- với SD.cắt AD tại F.. Nối F với Ó. 


: điện cần tìm. 
‹œ. 130) : b 
'a) MN là đường Etdẽ bình của. ¬.. ` Bình 129 


76. 


` MNJ (SBC) 


120 H09 Bi Ệ 
“Mặt khác Ƒ e §D, do đó Ƒ = (MNE) 8D. 


Ð) Ta có 


Trong mp(SBD), qua Ó kẻ nề: " 
SB tại N. Qua N kẻ đường thắng- 
song Song với BM. cắt $A tại E. 
Qua E kẻ đường. thẳng song Sơng.- 


cắt BC tại ï. Tứ giác NEHI là thiết 


hình thang ABCD, suy ra ˆ 


BAN TC CÁ SMNIGBCL ` 
BC C (SBC) Van 


ME// (SBC) 


}= (MEN) // (SBC). ` 


EF lj AD = EF II MN.. 


⁄ “””” Hùhh120 `: - 


_ “Thiết diện là hình thang MNFE. 


'c) Theo câu a), ta có (SBC) 7/ (MNE)- 


' mặt khác SC Œ (SBC). 


Suyra ` SC//QMNE):- 


Đường thẳng AF không song song v với mp(SBC) vì nếu LAP Ụ (SBC) thì 
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-AFC (MNEF) =4 e (NE) (vô lộ. 


4) Xét ba mặt phẳng (SAB), (SCĐ) và (MANE). Ta có : 
(SAB}D (SŒĐ) =.Š7 Ở là giao điểm của AB và C5). 
_ (SAB)  (MNE)= ME 
(SCDĐ) QMNE) =NF : 


77. 


__.BịD vớï'mip(A¡BC): Dễ thấy, 
Ỉ -AGBD œ. 2018, tỈ số ý đồng 


- AC: và BịÐ¡. Khi đó 


Theo định lí về giao tuyến của ba mặt phẳng thì bá đng tiêu Ấ, ME, : 
NF đồng quy. Vậy điểm ï phải đ động trên đường thẳng Sử (trừ những. : 
điểm trong của đoạn NYN 


œ. 131) 


3) Gọi O¡ là giao điểm của 


(ABC))¬(BDD)B)) = BÓI. 
Gọi G là giao điểm của B¡D và - 
BO; thì G chính là giao điểm của 


và GÓ; = 305, suy ra Ở là trọng tâm tăm giác ABC, 


- B Dễ thấy AC JIAjCp DỊA JJ CB = (ĐỊÁC) l) GÁ IỚI). 


Chứng mình tương tự như cấu 8); 'ta CÓ trọng. tâm G' của ¡ tam + giác DIAC 

nằm trên đường chéo ph. và DƠŒ =sG Bị. Từ đó và kết quả của câu 8), : 

suy Ta G và Œ' chia đường chéo BịÐ thành ba phân. bằng nhan. 

Vậy : Bịữ = 38D. 

vây Đo4, Dự lôi lần lượt là trung điểm của thị, OB, RB) nên 
PO I[AD;, ÓR IJ Dị C, RP /I CA: 


Từ đó, Suy Ta (Œ@® L, (AD¡©). : : 
Mặt khác, the6 câu b), fa có ŒIAC) // GAC)), nên (PQR) // (BAIC)). 


HT. 


- nên B;G"= 3B,P =B,D= BG › 


__ Vậy D là trọng tâm tứ diện 8¡PQR: 
- Chủ ý. Sau khi, học. vectơ trong: không : 
.gian, ta có thể đùng phương pháp vectơ để 


'4) (0.132) .- 


giác PQR phải nằm trên đường thẳng B;G'. 


và BịG" = 2B¡GŒ. Mặt khác B,G = 2B,P, Xi 


giải bài toán nầy một cách ngắn gọn hơu' bằng cách đặt ĐI =ä, 


8Œ). ` 
9. (D). 


— 18.3. 


-12.. 


2,(). - 
6.(C. ˆ' 
_10.(Đ)..... 
_ 


`Vì A, Dị, C lần lượt là trung điểm của 
— BỊP, BịO., B;E nên trọng tâm Œ" của tam.. 


„ Bình 132 


=——_—_ —_—- -_— —— - 


.IL@). -......12.(C). 


Độc vị 


30)... 40. 
;7.(Gš'”.. 7 8 @. cử 


hương III § VECTƯ TR0NG KHÔNG GIAN. & 
QUAN HỆ VUÔNG. SÚC 


A - KIẾN táo CƠ BẢN vã ĐỀ BÀI 


§1. Veciø trong không gien. 
Sự đồng phẳng của các veciø 


[ CÁC KIẾN THỨC cơ BẢN s 


` Định nghĩa vectơ và các pháp toán. vectơ trong thông gian cũng giống như. 
: Irong mặt phẳng. Ngoài ra. cần biết : à 

1. Quy tắc hình hộp để cộng vectơ trong không : gian. 

2; Khái hiệm và điêu kiện đông phẳng. của 'ba veCfở, cụ thể : 


: 3) Ba vectơ ẩ, TT. goi là đông phẳng nếu ba đường thẳng chứa “chúng 
cùng song sông với một mặt phẳng. : : 


: b) + Điều kiện để ba vectơ ẩ, b, ở đồng phẳng là cố các số m, n,p thông 
động thời bằng 0 sao cho mã + nỗ + pể =0. „ 
+ Cho "hãi vec(Z không cùng phương ẩ và P. Khi đố, ba vect2 ä, bẻ 


đông phẳng khủ và chỉ khi có các số m, n sao cho ể= mã + nb. _Hơn nữa, 
cáé số m, n là duy nhất... 


..©) Nếu ba" vectơ đ; b, C không đồng ¿bằng thì với mỗi vectơ đ' đều có thể 
viết dưới dạng ả«= mã,+ nB + P với các số m, n, „P xác định. TuPh nhất. 


'I- ĐỀ BÀI 


. Cho tứ điện ABCD,. MvàN dà các điểm lần lượt thuộc 4B và CD Sao cho 
MA = = ~2MB, ND= -ðNG ; “Các. điểm 1, .J, Kl1ân lượt thuộc AD, MN. BC 


sao cho 4 = KH, JM = CỒN, KE= .kÑC. Chúng minh rằng các ; điểm 
1J,K thẳng hàng. 


8A- BT HÌNH HỌC 11/NC _. : vị TRÀ : 1 13: 


Cho.hình hộp ABCD.A'BCID' ; Các điểm M, N lần lượt thưộc các đường 
thẳng CA và .ĐC' sao cho: MC = mMÃ, ND-= mN€'. Xác định: để các 
đường thẳng MỊN và BD' song song với. nhâu. - Khi ấy, tính. MN biết 
, ABC = ABB' = GBB' = 609 và BÁ=aä, BB'= =5, BC =c. - 

Cho hình lăng trụ ABC.A'BC'. Gọi T và 7 lần lượt là trung điểm của BP' và 
- AC. Điểm K thuộc BC' sao chỏ, KC'z =-2KB'. Chứng minh rằng bốn - 
điểm A„1,7; K cùng thuộc một mặt phẳng. K QC 


Cho hình chớp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Một mặt phẳng (P) bất 
kì không đi quả S„ cất: các 'cạnh bên &A, _SB; $C, SD lần lượt tại các điểm 
Áp Kẻ C¡, Dị. Dùng. :phương pháp VeCtƠ, chứng ; minh. rằng ` : 
S4 ¿8 SB „ SP : 
SẠC CS: ' - SBỳ _ 


Ề l 'ŒG6 hình hhập, ABCD.A „CD -có các cạnh bằng m, các gốc tại A bằng ø09 

, (BAD = A' A'AB = A' A'AD= '608). Gọi + và Q là các điểm xác định bởi 
AP= P4 Ạ, 'œ=ö '9Q= Để'. Chứng minh rằng đường thẳng Po đi 40a trung 
điểm của cạnh. BB. Tính độ dài đoạn thẳng PO. 


Cho hình hộp ABCD.A'E lôi Đã Gọi Dị, Dạ, Ð; lần lượt là điểm đối xứng 
của điểm Ð' qua A, P, C. AM 06-2 tỏ rảng. Bl tạ. tâm của tứ điện 


_DID,DĐ, 
Cho hình lập phương ABCD.A'EC' ; - Gọi M và N Tân lượt là. các điểm 
thuộc AP' và DB sao cho MA = KMD,, ND = kNE (Œ =0, k # 1).. : 


a) Chứng mình rằng MAN luôn S0ng sơng với mp(A'8C }- 


b) Khi đường thẳng 1M song Song với đường thẳng AC, chứng #ô. rằng 
MAN vuông gốc với AD' và DB. : 


Cho hình tứ điện ABCD có tất cả các cạnh b.bằng m... Các điểm MvàN lần 
lượt là trung điểm của AB và CD., : An vi 


4) Tính độ đài MỊN. : : : 

_b) Tính gốc giữa đường thẳng JMN với CÁC: đường thẳng BC, AB và LCD. 

Cho hình tứ điện ABCD ; 1 và 7 lần lượt là trung: điểm của AB và. CD; M là 
điểm thuộc AC sao cho MẢ = Đ MẺ ¿N là điểm thuộc BDÖ' sao: cho 


.88 - ấT HÌNH HỌC 11/NG 


19. 


NB= kạND. Chứng minh rằng các điểm ï, #; M, Ñ cùng thuộc "một mặt 
phẳng khi và chỉ khi; = k¿. : 


Cho Đa: tia Óx, œ OÓz không đồng phẳng: : 


4) Đặt xÓy = .Ø 2: 7ÓZ = = 8, 20x = =7. Chứng minh rằng. 


3) 
COSZ + cos+ cos7> ”\ 


si b) Giọi.Ớxt,. Ớyi, Óz; lần. lượt là các tia phân giác của.các góc xOÖy, yÖ2, 


11. 


N. 


13. 
-_AB, CD, BC, ÀD, AC, BD. Chứng mình rằng 


-14: 


15. 


zÖx. Chứng minh rằng nếu Ozị và Ti vuông. góc với nhau thì Óz; vuông 
góc với cả Óx Về ời- l 


Trong không gian cho ba Vectơ ä, Lhụ ẻ khác VeCcfỢ — không.. 


¬ 


a) Nếu có đ— '3b +72£ =0 m ba vectơ ä ;hyc có đồng phẳng không 3 


. b) Giả sử có mã + nỗ + pể= Ũ trong đó: T, Ti, p là các số thực. :Với điều 
kiện ï nào của m, n, p thì ba vectơ. đó đồng phẳng, P_ Xà 


Chơ hai đường thẳng Ạ, Ar cất ba: Tnặt, phẳng song song (2), (,. '@. lần lượt 
tại 4, 8, ế: và Áu Bị, Cị. Với điểm Ộ bất kì' trong. không gian, đặt. 


.OÏ= AÁi, @7= BBỊ,( ÓK = có: , Chứng em răng bac bo + J, Ẩ h 


thẳng hàng. 
Cho tứ diện ABCD. Gọi 1J,H.K.E, F lần lượt là trùng. điểm của các cạnh 


AB? + CD” + AC? +.BD? + BC? + AD 2g + giếx Si 
Cho tứ diện ABCD. Lấy các điểm M, N,P, 9 lần lượt thuộc HC, BC, cÐ, : 
DA sao cho AM = 3P, BN. =SBC, AO= = 2AP; DP.= kD€. .Hãy xác. 


định k để bốn điểm P, Q. M, Ä cùng nằm trên một mặt phẳng. 
Cho hình hộp ABCD.A'EC m. Một đường thẳng A cắt các bu: thẳng 


AA., BC, G/B: Ấn TƯỢt ĐẠI Đo: N, P sao cho NM= 2NP. Tính Ð đng 
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§2, §3, §4. Hơi đường thẳng vuông góc. 
,Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng. 
Hơi mặt phẳng Viện góc lc ` 


__ 1= CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. a) Góc giữa hai đường thẳng A; và A¿ là góc giữa hai đường thẲng a, và 
4 cùng ãi qua một điểm, lân lượt song song (hoặc trùng) với Ái và As. ` 
Nếu i,, ñ; lần lượt là vectơ chỉ phượng của A\, Aa và (ll,,iy) = œ thì góc 
giữa hai đường thẳng nh và bAo bằng ởœ hoặc 180” — tuỳ theo œ< 90°: 


hoặc ø > 902. `' 
b) Hai đường thẳng gọi là vuông góc với nhau nếu Sóc giữa chúng bằng 908. 


_Ai+ _ Ầ 1.12 =0, với th; vn. lân lượt là) Veciở' chỉ phường: của A¡và Aa. 


2.4) C Đường. thẳng gọi là vuông góc với j mặt phẳng nếu nó tuông góc với 
mọi, đường thẳng của mặt phẳng đó. : 


+ Để đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng £P) điêu kiện cần và đủ là a. 


YuÔng góc với hai đường thẳng cắt nhau của mặt phẳng (P): 


: + Cỏ 'duy nhất một mặt phẳng. (P) đi qua một điển Ó 'chờ trước và vướng l 


sóc với đường thẳng a cho trước. 


Có duy nhất một đường thẳng A đ qua một điềm O Si trước và ng sóc 
với mặt phẳng (P ) cho trước. ì 


Mặt phẳng ải. qua Trung điểm © của đoạn thẳng AB và vuông. sóc với AB l 
gọi là mặt phẳng truhg trực của đoạn AB. _ 


Mặt phẳng trụng trực của một đôạm thằng l là tập hợp các điển cách đâu _ 


hai đâu của đoạn thẳng đó: 


Tập hợp các điển cách đêu ba đỉnh của tam giác ABC. là xử "đồ? 
vuông góc với mặt r phẳng (ABC ) và đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp tam 


ˆ giác ABC. 


b) Định lí ba đường vuông góc 


: _ Cho đường thẳng: a có hình chiếu trên mặt phẳng (P) là äường thẳng a'. 
_' Khi đó một đường thẳng b nằm trong mặt ứ phẳng Œ) vưÔng cU với 4 khị. 
và chỉ khi nó YuÔng sóc với đ'. 
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©) Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng là gốc giữa: đường thẳng và hình 
chiếu của đường thẳng đó trên mặt phẳng (nếu hình chiếu đó là một điểm. 


thì xem góc giữa đường thẳng và mặt phẳng bằng 909). 


3. a) Góc giữa hai mặt phẳng. là góc giữa hai đường thẳng lân lượt YuÔng 


góc với hai mặt phẳng đó. 


.b) +Hai mặt phẳng s gọi là ViÔng sóc với nhau nếu Sóc 8 giữa chúng bằng 90Ẻ. : 


+ Điều kiện cần và đủ, để hai mặt ' phằng vuông góc [22 một tròng hai mặt 
phẳng đó chứa đường thẳng vuông góc với mặt ¡ phẳng còn lại. 


+ =(P?)n¬(@) 
Œ)LŒ. |>a+@). 
(@)L œŒ 
II ~- ĐỀ BÀI 


16. 


17. 


18. 


Hà 


Cho hình chóp 5. ABCD có đáy là hình tệp cạnh bên SA= -AB- VÀ. sa Thông 


_góc Với BC. 
- a) Tính góc giữa hai đường thẳng %D và BC. h . 
ˆb) Gọi 7, 7 lần lượt là các điểm thuộc §B và _§D- sao cho ấn j BD. He 1 


minh rằng góc giữa AC và Iã không Nơi thuộc vào vị trí của 7 và J 


Cho. hình . hộp ABCD.A'BC 'D'. có các kerii bằng ã, BAD = = 60%, 
BẠA' = ĐẠA" = 1209. : 
a) Tính góc giữa các cặp đường thẳng A với A'D và ÁC' với B'D.. 

b) Tính diện tích các. hình A'B'CD và ACC "AC 

c) Tính góc giữa đường thẳng AC' và các đường thẳng AB, 4D, AA'. 


Chơ tứ diện ABCD trong đó góc giữa hai. đường thẳng AB và CD bằng ở. 
;Gọi AM là điểm bất kì thưộc. cạnh AC; đặt AM = x (0 <x < AC). vảy, mặt 


.. phẳng Œ) đi qua điểm 1 và song sơng với Ko CÐD.- 


S2 


19, 


'a) Xác định vị trí. điểm M để điện tích thiết diện. của bình tứ điện ABCD 


khi cắt bởi mp(?) đạt giá trị lớn nhất. : : 

b) Chứng minh rầng chu vị thiết diện n Tiêu trên không In, thuộc vào x tr 
và chỉ khi AB = CD. ệ 

Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, rhặt bên S4 là tam giác 
vuông tại A. Với điểm # bất kì thuộc cạnh AD @M khác 4 và D), xét mặt 


: phẳng (2) đi qua điểm ® và song song với SA, CD.. 
. 8) Thiết điện của hình chóp S.ABCD khi cắt bởi nên là hình gì? 


20. 


b) Tính điện. tích thiết điện. theö 2 và b; biết AB = =4, SA= b, M là trung 
điểm của AD. : ' 


Cho tứ diện ABCD. Lấy c các điểm M. và N lần lượt thuộc c các : đường thẳng 


-:BC và ÀD sao cho. MB = kMC và NÃ = kND với k là số thực khác 0 cho ˆ 


2I1.. 


trước. Đặt ở là góc giữa hai Vectơ MÀ và BẢ ; ;8 là góc giữa hai vectơ 
MN và CD. Tìm mối liên hệ giữa AB và CD để œ= 8= 455. 


Cho tứ điện ABCD. Gọi †, 7, H, K lần lượt là trung điểm của BC, AC, AD, BD. 
Hãy tính góc giữa hai đường thẳng 4B và CÐ. trong các trường hợp sau : 


a). Tứ giác UHK là hình thoi có đường chéo 1W bằng v 3U. 


.b) Tứ giác IJHK là hình chữ. nhật. 


22, 


Cho hai tam giác cân-ABC và. DBC có chung cạnh : sơ BC vế nằm trong 
hai mặt phẳng. khác, nhau. 


a) Chứng minh rằng AD taðhÈ góc với CB. 
b) Gọi Mí và N là các điểm lần lượt. thuộc các đường thẳng AB và DB sao - ` 


. cho MA = kMB,ND = kNB. Tính góc giữa hai đường thẳng MZN và BC. 


23. 


Cho tứ diện ABCD có CD =ŠAP -Gọï 7, J, K lần lượt là trung điểm của. 


ĐC, AC, BD. Cho biết S020 góc giữa đường thẳng CD với các 


24. 


đường thẳng jj và AB. 


Cho tứ diện ABCP có BC.= AD = a„AC = BD = : AB=CD =c. Đặt là 
góc giữa BC và AD ; là góc giữa Đ: và BD ; ;.zlà ,,óc 8 giữa AB và CD. 
Chứng minh rằng trong ba số hạng:2 “cosở, t? cos/, ‹ c 7 có 'Thột số hạng ` 


bằng tổng hai số hạng: còn lại. 


118. 


25. Cho tứ điện ABCD có tất cả các cạnh bằng nhau. Gọi Ä/ và N lần lượt là - 


trung điểm của AB và CD. Lấy các điểm 1, J, .K:lân lượt thuộc các đường 


- thẳng BC, AC, AD sao cho1B'= &1€, JÄ= kJẺ, KA= kKD trong đó k là 
, SỐ khác Ò cho trước. Chứng THÊ rằng :. 


s) MN 1 1J và MN LJK 


.bAB LCD. 


s26. 


Cho hình chóp. S.ABCD có đầy là hình bình. hành. và SẠ= $, SB =.$D. Gợi O 
là giao điểm của AC và.BD. 


a) Chứng mình: rằng so + mp(ABCD). 
b) Gợi 4 là giao, tuyến của mp(S4). và mp(SCD) ; 'đ¡ là giao tuyến của . 


. mp(SBC) và mp(SAD). Chứng mình. rằng SƠ +L mp(4, dị). 


37 


- 28: 


Cho, hai hình chữ nhật ABCD, ABEF nằm trên hai mặt phẳng ' "Khác nháy 


sao cho hai đường chéo AC và BƑ vuông góc. Gọi CH và FK lân, lượt làhai . 
. đường cao-của hai tam giác BCE và ADE. Chứng mình rằng - vi 


8) ACH và BFK là các tam. giác vuông, 
b) BF. LAN và AC _BK, 


a) Cho tứ diện DABC có các cạnh bằng Nhat, sọ Hì bình: chiếu của D 
trên mp(ABC) và ï là trung điểm của DH. ng) trinh rằng tứ diện XABC 


- có }A, IB, 1ở đôi một vuông góc. 


29. 


30. 


b) Cho tứ điện IABC có ƒA = TB =IC và 1A, 1B, 1C đôi một vuông sóc; 
là hình: chiếu: của 7 trên mp(ABC). Gọi Ð là điểm đối xứng của LÍ Du 1. 
Chứng mình tứ diện DABC có các cạnh bằng nhau. 


'GŒhồ” hình chóp S.ABC có SB vuông sóc với mp(4BC), ABC là tam giác - 


vuông tại Ả: 

a) Chứng minh rằng 4CS là tam giác vuông, 

b) Tính S4, SB, $C biết rằng ACB = ở, ACS = 8 và BC= đ.. 

Cho hình chóp.S.ABCĐ:có đầy. là hình thoi cạnh 2, -cạnh bên SA Wưng góc 


- với mp(ABCD), SA = a và ABC = 609. 


a) Tính độ đài.các cạnh SB,SŒ, SÐ: 
b) Gọi Tlà trưng điểm của sC. Chứng minh rằng JB = Ð. 
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32. 


Chứng rhinh rằng nếu các cặp cạnh đối điện của tứ điện ABCD vuông góc 
với nhau từng đôi một thì trong bốn mặt của tứ điện có ít nhất một:mặt là 
tam giác nhọn (cả ba . góc của nó. đều nhọn). : 


Cho nộ diện ABCD,. đáy là tam giác cần và ĐA +L mp(ABC) AB=AC =a, 
BC = = se. Gọi M là trung điểm của BC. Vẽ AH vuông góc với MD (H thuộc ` 


š TR SIM MD). 


38. 


a) Chứng minh rằng AH +L mpŒ@CP).' : 


») Cho AD= sẽ: Tính sóc giữa bai Thị thẳng AC và à DM. 


c) Gọi. Gi, G; lần lượt là các' trọng tậm của \ tam giác ABC v và ` tầm giác 


_ DĐC. Chứng Tỉnh rằng GG; .Lmp(4BC).. : 
.Hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh 4, cạnh. bên SA vuông góc s 


với mặt phẳng (ABCP) và sa= LA 
a) Gọi ÐĐ: là trung' điểm của $p. . Chứng Tĩnh. rằng ADi, 1 (SCD).. 
Ð) Gọi Ó.là tâm của hình vuông ABCD, 3Ä là điểm thay đổi trên SD. Chứng 


minh rằng hình chiếu của điểm Ở trên CjM thuộc đường tròn 'cố định. 


44, 


Tròng mặt phẳng (P) cho hai điểm A và 8 "phân biệt. Đoạn thẳng $A vuông 
góc với mặt phẳng (Œ). Gọi A là đường: thẳng nằm trong (P): và đi qua 
điểm B; H1à chân đường vuông góc kẻ từ điểm S đến A. Ề : 


a) Chứng minh rằng điểm H thuộc một đường trồn cố định: khi A Thay đổi... 


Ä b) Gọi AKlà đường cao của tam giác. SAH ; AI là đường cao của tám giác. 


SAB. Chứng. mỉnh rằng điểm.K thuộc đường tròn cố định khi A thay đổi ; - 
Xác định vị trí của .đường thẳng hŠ để điện tích tam giác AK7 đạt giá trị lớn nhất. 


€) Hãy xác định. vị trí của đường. thng, A để độ đài ST đạt giá trị lớn nhất 


35. 


hoặc bé nhất. 
Cho tam giác ABC vuông tại b. ›.Lấy điểm. § bất Kt trên đường thẳng vuông góc 


ˆ với. mặt phẳng (ABC) kẻ từ điểm A (S' A). Gọi Bì, C¡ lân lượt là hình 


chiếu của điểm A trên $ và SC: Chứng minh rằng khi điểm Š thay đổi thì . 


_.a) Giao tuyến của mặt phẳng (4BC) và mặt phẳng (ABi€)) là đường thẳng 


cố định và là tiếp tuyến của đường tròn-ngoại tiếp tạm giác ABC; 


_b Đường thẳng BịC; đi quả điểm cố định 7 và TAB = 1CA. 
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36. 


37. 


38. 


Cho hình chớp S.ABC có đáy là tam giác không cân và $A vuông góc: 
với mnp(ABC). Gọi Ai, AC) lần lượt là các đường cao của tam các SAB và SAC. _ 
a) Chứng mình? tằng B;C và BC là bai đường thẳng cất nhau: ì 

b) Gọi 1 là giao điểm của hai' Ki bà 7 thẳng BC và TP Chứng ninh rằng ' 
1AB = 1CA. 

Cho hình chớp S.ABCD có đáy là hình thoi, đường chéo ÁC = 4a, đường 
chểo BD = 2a ; O là giao điểm của AC với BD và SO vuông góc với mặt 
phẳng (4%C), SO =.h: Một mặt phẳng:(2) đi qua điểm A Và vưông góc với 
đường thẳng SC tại điểm C¡. Tìm hệ thức liên hệ giữa a và h để điểm C¡` 
nằm trong đoạn thẳng S%C, Œ¡ khác S và khác C: Khi đó, tính điện tích thiết 
điện của hình . §.ABCD cắt bởi ' HD): : 


Trong mặt phẳng Œ) cho đường tròn. (#). đường kính XG= 2R. Gọi HA ` 
điểm thuộc AC (0< AH< 2Ƒ). Một đường thắng A đi qua Hcắt đường tròn ` 


: * (@) tại hai điểm >Đ và D. Gọi si điểm cố. định sao cho $A vuông gốc VỚI 


(P), đặt SA = h. Một mặt phẳng (@® đi qưa ‹ điểm A và vuông góc với $C cắt 
các đường. thẳng SB, sC, SĐ, SH lần lượt tại các điểm Bị, CC, Dụ, hì: 


a) Chứng minh rằng tứ giác AB\ C 12) nội tiếp một đường tròn. 


39. 


40. 
th, VỚI mặt phẳng (ABC) kẻ từA. Với điểm É bất kì thuộc A, M = A, soi Kh. 
_ trực tâm của tam giác M4BC và Arlà đường thẳng đi qua Kvwà vuông góc... 


b) Đường thẳng A phải thoả mãn điều kiện gì để Hị là trung điểm của B,D¡3 
c) Đường thẳng A phải thoả mãn điều kiện gì để ABC; là hình vuông ? -- : 


Cho-hình chóp.S.ABCD có đáy là hình -vuông:cạnh đ, cạnh bên +34 vuông 
góc với mặt đáy (ABCD) và SsảA= đ, 


a) Chứng minh rằng các ặt bên của hình chớp 5.4BCD là các tạm giác vuông. 
b) Từ A kẻ AB L 98, AD¡ L SD: Chứng tỏ rằng mp(AB¿Ð)) L SG. 

Gọi C¡ là giao điểm của SC với mp(AB,D). Chứng. tổ rằng tứ giác 
ABIC+Ð) có hai đường chéo vuông góc và tính điện tích của tứ giác đó. . 
Cho tam giác đều 4BC có cạnh bằng z. Gọi A là đường thẳng vuông góc 


'với mặt phẳng (MBC): Chứng minh rằng : 
a) Ai đi qua điểm cố định khi # thay đổi trên A. 
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- b)'Ài cắt A tại điểm Ñ và BM vuông góc với, CN; CM vuông góc với ĐN. 


41. 


Xác định vị trí điểm M để độ đài BẠN đạt giá trị bé nhất. : 
Cho tứ điện. SABC, “hai mặt. phẳng (SAB) và à (S8) yuông £ góc với nhau và 


_ có %4 vuông góc với mp(ABC), $B =avJ2, BSC = 45°, ASB = ø. 


a) Chứng minh rằng BC:vuông. góc với SP. Tìm điểm cách đều các điểm 


- 5% Á„B,C, 


42. 


b), Xác định ‹ ữ để hai mặt phẳng QGCA): và (GP) tạo với. nhau sóc 60°' 
Cho hình vuông AECD. Gọi Š là điểm trong không g gian sao cho .SAB là. 


_ tam giác đều và mnp(SAB) vuông góc với mp(ABCĐ). - 
8) Chứng mình rằng rnp(S4B) + mnp(SAD) và mp(SAB) lũ mp(SBC). 


43, 


b). Tính góc giữa haï mặt phẳng (54D) và (SBC). : 
lộ) Gọi CÁ, và lệ lần lượt là trung. điểm của AB và BC. Chứng minh rằng 
Ỹ __ mp(SWC) ] mp(SD)). - 
Cho hình chữ nhật ABCD với tâm, Ó, AB'= a, BC = _ 2a. Lấy điểm s trong 


“không gian sao cho $O vuông góc, với mặt phẳng (ABCD), đặt SỐ = ñ. Gọi 


MvàN lần lượt là trung điểm của AB và CD. 
a) Tính gốc g giữa mp(SMN) với các mặt. gẳng (SA®) và CD). Tìm hệ thức 


liên hệ m6 b và a đễ mp(SM. N) vuông góc với các mặt phẳng (SAP), (CD)... 


b) Tính góc giữa hai mặt phẳng (SÀB) và 5 Tính ñ h theo a để hai mặt 


_ phẳng đó vuông góc. 


44. 


Cho hình chóp S.ABCP có: đáy lš hình chữ. nhật, AB= =a, *ơ= l“ cạnh 
bên S4 vuông góc với mặt đáy, SA = ø. Tính : Ũ 


°¿'a) Các góc giữa: các mặt phẳng chứa các: mặt: bên và mặt phẳng bu Ấn của 


hình chóp. 


_b) Góc giữa hai mặt phẳng chứa. hai mặt bên liên: nó hoặc hai mặt bên đối 


4ã, 


điện của hình, chóp. . 


Cho tứ diện ABCD.có cạnh.AD vuông góc với. ói mp(ĐBC) Gọi AE, BF là bai 
đường. Cao của tam giác ABC ;.H'và K lắn lượt là trực tâm của tam giác 


. ABC và tam giác DBC. “Chứng minh rằng,: 
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a) mp(472#) L mp(ABC) và mp(BFK) + mHABO): R 
bỳ) HK L ` ệ 


46. 


47. 


—48.. 


49. 


2a\46 


Trong mặt phẳng (P), cho hình thoi 4BCD với AB = a,'ÁC =^S—. Trên 


đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (P) tại giao: điểm Ó.của hai đường 


_chếo của hình thoi, ta lấy điểm S Sao cho SB= Ø. v. Trinh Tầng : 


a) Tam giác ASC vuông. Ẹ _ 
b) Mặt phẳng (S4) và mặt phẳng (SÁD) vuông góc với. nhan, 
Cho tạm giác cân ABC, AB = AC=a, _BẠC = = '120%. Xét hãi tỉa cùng chiều 


Bí, Cử và vuông góc với mp(ABC). Lấy điểm P" thuộc Bi,.C' thuộc Cf SaAÔ,' 
cho BPE' = 3CC' và C < Œ. 


a) Chứng minh rằng giao tuyến của _mp(ABC )và mp(4E' C ) cố định khi ?, 


€' thay đổi. 

b) Khi BE' = 2, tính Sốc 8 giữa Thái mặt rnhẳng (4 Œ) và à (BC), tính điện 
tích tam giác ABC. 

Cho hai mật phẳng Œ) và (@) cắt nhau theo giao tuyến 8 và tạo với tu 
góc. a. Xét hai điểm M và N lân lượt thuộc: Œ) và (Q). Kẻ MI vuông góc 
với A, NJ vuông góc với A.. Cho biết MI = 8; N= b, JJ= c. Tính độ dài MN. . 


Cho hai mặt phẳng (Œ) và () vuông góc với nhau theo giao tuyến A- Lấy vn 


` hai điểm A, 8 cố định thuộc A Sao cho AB .= đ. Gọi SÁB là tam NI đều 


trong (P), ABCD là hình vuông nằm trong (G). 
a) Tính góc. giữa mặt phẳng. (SCD)với Các mặt phẳng Œ)và (@). 


- b) Gọi Ớ là giao điểm của hai đường thẳng BịC và A¡D, ở đó Au Bị tương 


ứng là các 'trung điểm. của SA, SB. Gọi 1 là- “giao: điểm của đường cao SH 
của tam giác S4 với mp(A;Ö CD). Chứng minh rằng SƠ vuông góc với. 


' SA và CD. Tính góc giữa mp(AB¡@) với các mặt phẳng Œ) và (G). 


50. 


Cho hình chóp tam giác đều S.4BC cạnh đây bằng 4, đường cao SỞ = 24. 


Gọi Mí. là điểm thuộc đường Cao .AA; của tam giác ABC. Xét mặt phẳng (@Œ) -- 
,đ qua điểm ÄM- và vuông sóc với AÁI. Đặt AM = S:ý „.ct ke 


2) Xáe định thiết. diện của hình chớp khi cắt bởi mp(). 


bì Tính điện tích thiết điện vừa xác định. theo.a xà x:.Xác định vị trí. điểm M 
để điện tích thiết ch ng đó đật giá trị lớn nhất. 
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_ S1. 


Trong mnpŒP?), cho hình chữ nhật ABCD với AB ='b, BC = a. Gọi E; F lần. 
lượt là trung điểm của AD và BC. “Trong mặt phẳng qua EF và vưông gốc. 
với (P) vẽ nửa đường tròn đường kính kÈF. Gọi 5 là điểm bất kì trên nửa 
đường tròn đó. 

a) Chứng minh rằng mp(SEF) v vuông góc với hai mặt phẳng (SAĐ), (SBC) 
và mp(S4AD) vuông góc với mp(SBC 1s 


b) Gọi #7, K' lần lượt là hình- chiếu của.các trực tâm # và K của các tam: 


_... giác SAD và SBC xuống ặ: Cung minh tầng HH .KK' >x 0M 2 phủ thuộc 
- - vào Vị trí điểm S. 


_#2, 


Cho hình lập phương ABCD.A'BC C'D' cạnh đ. 
a) Tính góc tạo bởi hãi đường thẳng AC 'và A'B. 
b) Gọi M, N; P lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, ĐC, DP'..- 


_ˆ Chứng minh rằng AC vuông góc với mp(MNP).. 


83. 


l Điểm M thuộc đoạn AB sao cho — 


` A C và BC' cất. SG thẳng ( CC tại Cụ tính đ số CÚ: 


s4. 


Cho.hình lăng trụ đều. ABC. ABC cạnh đáy bằng 2, chiêu cao bằng vã 


MA 5 ¬ 

MB” 4- 

a) Tính góc giữa hải đường thẳng ÁC và BC": : 

b) Một, mặt phẳng (P) đi qua điểm: M và sơng song với 6 các đường thẳng 
CC ; 

CC: 


Cho hình lập đu E ABCD.A'BCP! cạnh: a. Xết tứ. diện AB C?'. Cát tứ 


- điện đó bằng mặt phẳng đi qua tấm của bình lập phương và song song với 
mp(ABC), Tính điện tích thiết điện thu được. Hãy xét kết quả của bài toán - 


Ss. 


khi ABCD.AĐ c? là hình hộp chữ nhật với ba kích thước là 4; b,.. 

Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC 4P, l6 có tất cả các cạnh bên, 4. Gọi 
Ci là trùng điểm của CC'; v 

a) Tính góc giữa hai đường thẳng Cụ ví và A'P': Tính góc giữa hai mặt 
phẳng (C¡4B) và (ABC): ˆ K ` tới 


” b) Chứng minh tầng hình chớp Cq -ABBA' đà hình chóp. tứ giác đều. 


©) Một mặt phẳng (P) chứa cạnh 4B, tạo với mặt phẳng đáy (ABC) góc ? 
và cất hình lăng trụ đã cho theo hình có điện tích khác không. Tính điện 
tích thiết diện đó theo z và Ø. - 


124. h 


__ §8. Khoảng cóch - 


1- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng ( hoặc một đường thẳng) là: 


. khoảng cách từ điểm đó đến hình chiếu của nó trên mặt ' phẳng (hoặc trên. 


đường thẳng). 


`2, Khoảng cách từ đường thẳng a đến mặt giảng: (P) song Song với a là 


khoảng cách từ một điểm nào đó của a đến mặt phẳng (P). 


3. Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song là khoảng 'cách từ một điển 
bất kì của mặt phẳng này đến mặt phẳng kia. ``. : 


„4. + Đường . vuông góc chung của hai .âường. thẳng chéo nhau là đường 


thẳng cắt cả hai đường, thẳng và vuông góc với hai Äường thẳng đó. 
Khi hai đường thẳng vuông góc với nhau: và chéo nhau: thì ta Cá 6i tìm 
đường vuông góc chung của chúng như sau: 


Gọi (P) là mặt phẳng chứa đường thẳng thứ nhất: và Vuông Sinh với đường _' ˆ 


thẳng thứ hai tại điểm I. Đường vuông góc chung của chúng là đường 


nộ thẳng đi qua Ï nằm trong (P) và. Vuông góc với âường thẳng thứ nhất. 


+ Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b bằng : 

+ Độ đài của đoạn vuông góc chung IJ của a về b, lrong: đó] và Ƒ lân lượt 
là các giao điểm của đường vuông sóc chung đó với a và b. 

+ Khoảng cách giña một trong hai đường thẳng. đó đến: mặt Phòng Song 
song với nó và chứa đường thẳng còn lại: 


© Khoảng cách giữa hai mặt phẳng Si song : lên lượt: chứa hai đường - - 


thẳng đó. 


lÌ -ĐỀ BÀI 


56. 


5, 


'Cho tứ diện ABCD có BC = BD = AC = AD ; AB =a, CD= TH Gọi ï và d, 
"lần lượt là trung điểm của AB và CD, 1J= ã. 


a) Chứng minh rằng J7 là đường vuộng góc chung.của AB và CD. 


h b) Tính khoảng: cách từ điểm cách đều bốn đỉnh A, B,C, D đến mỗi đỉnh đó. - 


Cho hình chóp Š.ABC có đáy. là tam giác vuông ở C, cạnh SA vuông góc 
với mặt phẳng đáy, AC =4; BC =b, SA = h. Gọi X và N lần lượt là trung 

điểm của các cạnh ÁC. và Sử. vỆnU 5 ¬ 
a) Tính độdàiMN.... To CC co ; ` 


z 
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3. 


59. 


60. 


b)T Tìm hệ thức liên hệ giữa a, b, h đễ MN là đường vuông ở góc chung c của 
AC và SB. 


Co hình chóp Š.ABCD có cạnh SA= : +, tất cả các uy còn là có độ đài 


-bằng 4, = 
„3) Chứng Tỉnh rằng SẠC là tam giác vuông. 


b) Tính đường cao SH của hình chóp đã cho. 
Cho hình chớp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh đ, cạnh øA vuông góc : 
với mặt đáy và SA= a. Tính : 

2a) Khoảng cách từ điển Š đến mp(Á) CD) tròng 6 bức là trung điểm: của SA; 
b) Khoảng cách giữa AC' và SP. 

Cho hình hộp đứng ABCD.A'B C?' có đáy là hình thơi cạnh z, Â= 609, 
góc của đường chếo 4 C và mặt phẳng đáy bằng 66”. 

a) Tính đường cao của hình hộp đó. l 


..B) Tìm đường vuông sóc No của 4 Cvà jê Tính BH N cách g giữa hai 
` đường thẳng đó. - 


61. 


62. 


Cho hình chóp SÄBCD có đầy là hình vuông Xạch a. Mặt bên SAB là tam 
giác cân tại S và mp(S4B) vuông: sóc với Št S2 001/0 cạnh bên $C tạo với 
mặt phẳng đáy góc ø. Tính : 

a) Chiều cao của hình chớp Š.ABCD; : vn 
b) Khoảng cách từ chân “đường cao hình chóp. đến r mặt đề: GGÐ); 3c, 

c) Diện tích thiết diện của tình, chớp Š.ABCD khi cất. bởi mặt phẳng trung 
trực của cạnh ÿC. : 


Cho hình chóp Š.ABCD có đáy hà hình thoi, A= = 120%, _BD= đ, tạnh bên S4 


_VuÔông góc với đầy, góc g giữa rnặt phẳng Lớn: và mặt phẳng đáy là 60°. Tính : 


. 8) Đường cao của hình chóp. 


"63. 


b) Khoảng cách từ A đến: mặt phẳng (SCB). 
Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác vuông tại C, CA =b, CB= đ, cạnh 


SA=hh vuông góc với đầy. Gọi Ð làtrung điểm của cạnh AB,.Tính : 


__.8) Góc giữa hai đường thẳng ACvà§D; 
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b) Khoảng cách giữa hai đường thẳng AC và 5D; 


: ©). Khoảng cách giữa hai đường thẳng BC và $D. : : : 
- Trong mặt phẳng (P) cho đường tròn (@) đường, kính AB=2R;Clà điểm 


bất kì thuộc đường tròn (C không trùng với 4 và 8). Š là điểm trong không 


` 


65. 


gian sao cho $4 vuông góc với (P) Và SA =} Œœ cho trước và h < 2R). Gợi l 
và 7 lần lượt là trung điểm của AC và SE. Hãy. xác định vị trí điểm € trên 
đường tròn.để I7 là đường vuông góc chung của AC và $. Khi đó, tính 
khoảng cách từ điểm 4 đến mp(SBC}. : 

a) Hai mặt ABC và ABD của hình tứ điện ABCD là những tam giác có điện tích 
bằng nhau. Chứng mình: rầng đường vuông góc CiVnE của. a-AB và CD đi qua 
trưng điểm của CÐ.. 

b) Bốn mặt của hình tứ diện 'ABCD có điện tích bằng nhau. - Chứng ¡ minh 
tầng các cặp cạnh đối điện củả tứ điện bằng. nhau, nghĩa là Luàn AD, 


`. AC=BD, AB=CD. 


66. 


"Trên cạnh AD của hình vuông ABCD cạnh a, ta lấy điểm M với AM = x ` 


(0<x<4?) và trên nửa đường thẳng At kyuống HÀ) với mặt t phẳng (ABCD) 


ˆ lấy điểm Š sao cho AS=y. 


— 61. 


68. 
: a) Tính góc và khoảng cách giữa hai.đường thẳng AC + và AB. 


69. 


70: 


.a) Tính khoảng cách từ điểm M: đến mặt "phẳng (AC }- 


b) Gọi 7 là trung điểm của $C và H là hình chiếu của J trên CM. Chứng 
minh rằng điểm H thuộc đường tròn cố định khi: M chạy trên AD và 3 chạy 


trên Á7. 
Cho ABC là tam. h giác đều cạnh. đ. "Trên “đường thẳng Ar xông góc dg : 


mp(ABC) lấy điểm S với AS= b. 


a) Tính khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (SBC) theo. 4, T 

b) Hz là đường thẳng đi qua trực tâm H của tam giác SBC và vuông góc với 

mp(SBC). Chứng minh rằng khi S đi động trên 4? th tr: thẳng z luôn 
đi qua một điểm cố định. l 


Cho bình lập phương ABCD.A'BC'D' cạnh a. 


b) Gọi M, N, P lần lượt là các điểm thuộc các cạnh A'B, BC, ĐĐ' sao cho 
AM = BN = DP: Chứng minh rằng trọng tâm tam giác MNP luôn thuộc 
đường thẳng cố định khi M, N, P thay đổi. ` 

Đáy của hình chóp A.BCD là tảm giác đều. Đường cao của a hình chóp kể từ 
đỉnh A đi qua trung điểm ï của cạnh CÐ. Cắt hình chớp đó bởi mặt phẳng 
song song với A4 và CD và cách đỉnh B một: khoảng bằng đ. Tính diện tích - 


thiết điện thụ được, biết cạnh của tam giác đêu BCP là ø và AB = a2. 


Cát hình lập phương bằng một mặt phẳng (P) đi qua một đường chéo của - 


hình lập phương; Phải: chọn # như thế nào để thiết điện thu được có điện 
tích nhỏ nhất ? : 


127 


71. 


72. 


73. 


_ nhau, Khi đồ, hãy tính tỉ số Sb 


_74. 


"Tính tỉ SỐ —— 


Elài tạp õn tập chương II 
Cho M và N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, Si của. bình. hộp 
ABCP.AIB) CD; 
a) Xác định giao điểm Pvà Ọ của mặt ghẳng (CMA) với các đường. tng 
BịC) và DỊ. - : 


b) Hãy biểu thị các Vectơ ` AP, AÖ qua các vẹctơ- đ, b, ể trong đó 


b= -AB,£ =AD, ä = AÁt. 


Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A'BC. ấy các, điểm sẠ BỊ . lần lượt : 

AB B_CCŒ@ 3 

LAI BBL — CC T4 lên 

các đoạn: thắng CAI và A'B; lần lượt ty các điểm 7, 7 sao cho 17 //' Chị. 
LRÑ 

ˆ, G- 

Cho 1í, ẹ lần lượt là tung điểm ‹ của các cạnh,AB và CD của tứ điện ABCD ; : 


Pl điểm thuộc đường thắng AD sao cho PA = kPD, & là số cho trước 
(@z 1). Xác định điểm Ó thuộc. đường thẳng ĐC Sao Eu ve và Mụ cắt 


thuộc ‹ các cạnh bên AA, BB, cc Sao cho' 


“Ốp oi hài ly 
Chỏ tứ điện AÖCD. Gọi Áu đụ, Cụ D, là các điểm lần lượt thuộc các. 
đường thẳng AB, ĐC, CD, DA sao cho 4ã = kAI8, B,B = kBC, 


"G= kŒÐ, ĐỊD = kD\A. Với giá trị nào của # thì bốn điểm 
l Ai, Bị dị, Dị cùng thuộc một mặt phẳng ? : 


75. 


Cho tứ giác ABCD: “Chứng minh rằng : 
a) Nếu ABCD là hình chữ nhật thì với mọi điểm. M trong š luyN: gian ta- 


_ luôn cố MA? + MC? = MP? + MD?. - 
ˆb) Nếu ABCD là hình bình hành thì 7⁄4? + C7 — MB? ~ vớ: không phụ 


76. 


thuộc vào vị trí điểm trong không gian. Điều ngược lại có đúng không;? 
Cho hình chóp Š.ABCD có đáy là hình thang cân với các cạnh đáy AB = 2a, 


CD = a và hai cạnh bên 8C = AD= = đ, SỞ vuông góc với mp(4ABC) trong 
đó Ó là trung điểm của AB, SÓ = 2. ˆ : : ° 
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77, 


78. 


a) Chứng minh rằng điểm cách đêu các điểm Š, A, 8, C, D thuộc đường 


l thẳng SƠ. Tính khoảng cách từ điểm đó đến mỗi đỉnh của hình chải 


b) Tính góc giữa đường thẳng SỐ và mp(SCD). : 

Cho hình chớp S.ABC có đáy là tam giác đều, SA= SB= SC = T. và cùng 
tạo với mặt phẳng.(ABC) góc 60°. Một mặt phẳng song sóng với hai cạnh -. 
chếo nhau của hình chóp và cắt hình n. đó theo thiết diện, là hình vuông. 
Tính diện tích thiết điện. : " 
Cho tam giác đều ABC có chiều cáo AH = Sử 'Điểm o thuộc đoạn thẳng 


AH sao cho AO-= z. Điểm Š trên đường thẳng, Tông góc với mặt phẳng 
(ABC) tại Ó và SỘ = 2a. 


- ,a) Chứng minh AS và Cg: vuông gốc với nhau. Tính góc giữa Í hai. sp : 


79. 


80. 


ˆ-thẳng AB và $C. 


b) Gọi ï là trùng điểm của 9H; (2) là mặt ï phẳng đi qua điểm 7 Về vuông 
góc với AH. Thiết điện của hình chúp 6 S.ABC khi cắt bởi vế là hình gì ? 
Tính điện tích: thiết điện:. : 

Cho hình lăng trụ đứng ABC-A'B' Œ ân: 6 đáy ABC là tam gác. Xháng tại B. : 
AB =c, BC = a, cạnh bên AA" =h, trong đó #2 > z? +, Một mặt phẳng HẠT 
ŒP} đi qua điểm A và vuông góc vớLCA. - 

a) Xác định thiết diện của hình lăng trụ khi cắt bởi HH). 


b) Tính diện tích thiết điện. 


'Cho hình chóp đều S.ABCD cạnh đáy bằngz..  - - 


a) Tính sóc tạo bổi'mặt phẳng chứa mặt bên và mặt đáy. Tính góc tạo. bởi 
hai mặt phẳng chứa hai mặt bên liên tiếp nếu chiều cao hình chóp bằng a.. 


° b) Xét mặt. phẳng @Œ) đi 'qua điểm A, song .SOng với Cb và vưông góc với 


-81 


mp(SCD), 'chia tạm giác, SCD thành. hai phần với t số điện tích bằng nh 


: (phần thứ nhất chứa đỉnh), Tính BH tích thiết điện ¿ của "hình chót khi CẶC.. 


bởi mặt phẳng Œ). 
Cho hai nửa mặt phẳng. Œ) và l0)5 vuông góc” với nhau theo giao tuyến A. 


“Trên. A lấy hai điểm. Ạ, B cố định với ÁB = a2 2 (là độ dài cho: rước). 


Trên nửa đường thẳng A+x vuông góc với À và ở tróng (P) lấy điểm 4 khác A. - 


Đặt AM = m. Trên nửa GUờng thẳng By vuông KP với A và trong (C) lấy 
2 # 
điểm N sao do BN= = 
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.a) Chứng minh cắc mặt của tứ diện ABMA là các tam giác vuông. ' 


b) Với giá trị nào của thì 1N có độ dài bé nhất ? „Tính giá trị đó. 


c) Chứng minh rằng chân mỗi đường cao của tứ. diện đó xuất nh từ:A và. 


_ J nằm trên đường tròn cố định khi X⁄ thay đồi. 


82. 


Cho hình lập phương 4BCD.A'®' € Đ cạnh a. Lấy điểm M thuộc đoạn 


: “hẳng AD, điểm ụN thuộc đoạn thẳng BD sao cho. 


AM= DN=x(0<x< 22).- 
4) Tìm x để “đoạn thẳng MN có độ đài ngắn nhất, 


b):Kh MN ngắn nhất, hãy chứng tổ ÂÑ⁄N là đường Xuông sốc chung của 


- AD' và DB, đồng thời MN /LAC. 


— 88: 


Cho hình lập phường. 'ABCD ABC D. cạnh 4a. Gọi Tl điểm thuộc cạnh: AB;. 


đặt AJ = x (0 <x< 4). 


3) Khi góc giữa hai đường tận AC: và. DĨ: bằng. 60% hãy xác định vị trí 


ˆ_ của điểm 7. : 
Z :b) Tính theo ¿ và +x điện tích thiết điện của › bình lập BƯÌN: khi cắt bởi mặt 


_84. 


phẳng ('D7). Tìm x để điện tích ấy là nhỏ nhất.. 
€) Tính khoảng cách từ điểm € đến mặt phẳng œ 'Dp theo ø và x. 


Cho hình. chữ nhật ABCD cổ AB =.a, AD = b. Gọi S là điểm sao 'cho SA 
vuông góc với mp(ABC) và.SA = b & >0). Trên cạnh cb So óc Mí bất 


-_ k đặt CM =x, (0 <x<2). 


85. 


:a) Tính diện tích tam giác SBM theo' 4, b, °h, X. : 

- b) Tính khoảng cách từ điểm A đến mp(S8M) khi M là trung điểm của CD. : 
c) Gọi hình chiếu. của điểm A và. điểm:7.trên mp(SBM) lân lượt là A¡ và Dị. 
Chứng minh. rằng khi 1⁄ thay đối trên CÐ thì các điểm Án và D; mỗi điểm 

thuộc một đường tròn cố định. Tính bán th của mỗi đường tròn: đó. 


Cho ABC là tam giác cân cổ AB = AC = 4, BẠC = = -1209, Điểm § thay đổi ' 
trong không gian nhưng luôn ở vẻ một Độc của mặt phẳng (ABO) v và AS = đ, 


§ŠAB = 609. & 


.a) Gọi Hlà hình chiếu của điểm sĩ trên mặt phẳng (ABC). Cháy nlrb Tầng 


'H thuộc đường thẳng. cố định và Š thuộc CUNG tròn cố định, tính bán kính 
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đường: tròn đó, 


b: Chứng minh rằng Ti độ đài SHd đạt e giá trị lớn nhất thì hại mặt ặ: phẳng : 


(SAB) và (ABC) vuông góc với nhau và khi đó-hãy tính độ dài SC. 


98-BT HÌNH HỌC-1ƯNG - 


_ e) Khi S%C lu tam giác vuông tại $, hãy tính góc giữa hai đường thẳng SA 


86. 


với ÁC và khoảng cách từ A đến mặt phẳng (S8C). 

Cho hình lăng trụ tứ giác đều ABCD.A'E CD. cạnh đáy bằng đ, cạnh bên 
bằng a6. Xét đường thẳng Ađ qua điểm Av và à song song với BD. Gọi (P) - 
là mặt phẳng qua A:và điểm Œ:. 

a) Thiết diện của hình lăng trụ đã cho khi cắt bởi ¡mg là hình gì '? Tính 


.: diện tích thiết diện., 


§7. 


b) Tính góc giữa mp(P} và: mp(ABCD), : : 
Cho hình chớp S.4BCD có đáy là tình chữ nhật với AB= =&) xAD = Đh cạnh 
bên SÁ vuông _góc với mặt phẳng đáy, AS = 2a. Gọi M lở điểm bất b: trên ọ 


` ›AS, đặt AM =x(0<x<24). - 


—88: 


a) Thiết diện của hình chóp SABCD khi cắt. L bởi ng0/C) là hình. gì? 
Tính diện tích thiết diện. 


b) Tính khoảng: cách từ điểm: § đến mp(MBC) ứng với mỗi vị mí của M. 


Cho hình chóp cụt tam. giác đều ABC.A'BC' có các cạnh. đáy lần lượt làa,b,.. 
(4> b). Góc giữa. đường' tiẳng chứa. ĐH cao và mặt thẳng chứa mặt bên 


- là ø.Tính:- 
- a) Chiều cao, trung đöện canh bên của "hình h chóp cụt đó (đoạn thẳng nối ` 


trung điểm hai cạnh đáy thuộc một, mặt bên L gợi, là trừng. đoạri. của hình 


chóp cựt đều) ; 


: Đ) Diện tích tung dat điện tích. toàn phân của hình. chép cụt đỡ... 


89. 


Cho hình chóp cụt tứ giác đều ABCD.ABC'D' cõ đường cao bằng.J. Góc 
giữa .mặt phẳng chứa mặt bên và mặt đáy bằng. ớ. So: giin đường “thẳng. 
A'C và mặt phẳng đáy bằng 'Ø. Tính : ñ 

a) Cạnh đấy, trung đoạn của hình chóp cụt; ---.. 

b) Diện tích xung quanh của hình chóp cụt đó. 


ài tập trắc nghiệm:chương 1H ` 


Chỉ ra mệnh. để đúng trong các mệnh đề sau. 

(A) Ba vectơ đồng phẳng là ba vectơ cùng nằm trong một mặt : phẳng ; 
(B) Ba vectơ đ, b, ể đồng phẳng thì có. £ = mẩ + + nb với mm, ø Tà các Số. 
duy nhất ; A5 CN hả: - 
(C).Ba vectơ KENE đồng phẳng khi có :  Hg +nb + pể với ẩ là vectơ 
bất kì; : r hư : 

3) Cả ba. mệnh để trên đền, S1. 
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2. - Mệnh: để nào:đúng trong các mệnh đề sau $ 
(A) Góc giữa | hai đường thẳng .;bằng góc giữa hai vêctơ chỉ phương c của hai 
- đường thẳng đó ; LÊN 
Œ) Góc giữa hai đường thẳng là góc hờn: no : 
(G Góc giữa hai đường thẳng a và b bằng Sóc 8 giữa hai đường thẳng đvàc 
“khi? song song với'c (hoặc b trùng với €) ; : cần 
.(Ð) Góc giữa hai đường thẳng a và b bằng góc # giữa hai vàc thẳng Ø Và... 
: - thì ô song song với e. : : 
3. Mệnh đề nào đứng trong các mệnh để sau? : . 
(A) Góc: giữa đường thẳng và mặt phẳng bằng: 'gÓc g giữa đường: thẳng đó và: 
hình chiếu của nó trên mặt phẳng đã cho; ˆ` 
_ Œ) Góc giữa đường thẳng z và mp(P) bằng SÓC g giữa đường thẳng b và. 
mp(P) khi a và ö song song (hoặc ø trùng với Ö) ;: lo Ệ 
(GŒ@ Góc giữa đường thẳng z-và mnp(P) bằng gốc giữa đường. thẳng 4a và 
- -mp(Ø) th mpŒ) song song với mnp(Ó) ;- 
: .() Góc giữa đường thẳng gvwà ĐEN? bằng góc, giữa đường: thẳng bà và 
mp(ŒP} thì ø song song với b.. . 
4. Mệnh đề nào đúng trong các mệnh đề sản? 
ˆ_ (A) Góc giữa hai mặt phẳng luôn là góc. nhọn; —. : 
.. Œ) Góc giữa mp(P) và mp(@} bằng SỐC 8 giữa la tnp(P), và mp(R} khi (@) song tủ 
song với (R) (hoặc (G@ trùng với @Œ&); - b 
" Œ Góc giữa T90) và mg) bằng sóc giữa mp(P) và bo thì Ly song 
- song với Œ) ;- 
®) Cả ba mệnh đề trên đều đứng. : : Si THƯỜNG, 2 
.5. Cho mp(P) và hai điểm 4, B không riầm trong: Œ): Đặt dị= -đ(A ;Œ)) và „ 
⁄ đ = 4; (P)). Trong các kết luận: sau. đây, kết luận nào đúng 3° l 


(A) a ° 1 khi và chỉ khi AB song song với @: 


(Bì ẩL E3 +1 khi và chỉ khi đoạn thẳng AB cất «Œ; 


© Nếu “ã #1 th đóng thẳng p cắt Œ): 


'®) Nếu đường thẳng AB cất đồi tại điểm †tì— 1ã cn, 


1B. ác 
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6. 


--16, 


Cho tứ diện ABCD; kí hiệu tú ; hạ; cha, hạ, lần lượt là: khoe) cách từ mỗi 


-đỉnh đến mặt phẳng chứa mặt đối diện với đỉnh đó của hình tứ diện: Khẳng 
-_ định nào sai trong các. khẳng định sau 2? : 


(A) h =h =ử: = hạ chỉ xây ra khi tứ điện đó là tứ điện đâu; 

(Œ) h =hạ = hy = hạ khi các mặt của tứ điện đó tương đương ; : 

(C) Có tứ điện mà một trong 'bốn khoảng cách bằng độ đài một cạnh của 
tứ điện; - " 


(Ð) Có tứ diện mà hai trong bốn Xhoảng cách bằng Hai độ đài hai cạnh của : 
tứ diện. . , m 
Cho hình chóp S.ABŒD có: đầy là hình vuồng cạnh '4. Đường "thẳng SA, 
vướng góc với mặt phẳng đấy, SA= 4. Góc ' giữa 'đường thẳng S$C và 
mp(S4Đ) là ø, khi đó tang nhận giá trị nào trong các giá trị sau ? 


@) `. “.c.c ®ị tang= v2; - 


1Ô Đa S1 sĩ cà v0 J. ma 
_€ Cho hình chớp 'S.ABCD có đầy là hình vuông cạnh ã. -Đường. thẳng SA : 
vuông gốc với mặt phẳng đáy, SA = đ. Khoảng. cách giữa hai đường thẳng 


l và CP nhận giá trị nào trong các giá trị sau ? 


(À]41 Cố ru yàn @®) a2 ; 


(@ a3; _. >ề¿.:)24, 

Cho hình chớp Š.ABCD có đấy là hình vuông cạnh az. Đường thẳng SA 
vuông góc với mặt phẳng đáy, .$A =a. Gọi Ä⁄ là trung điểm của CD. 
Khoảng cách từ đến mp(S4B) nhận giá trị nào trong các giá trị sau ? - 
lờ TẾ j. ca... 

( a2 ; T. -Đ)2a.. 

Cho: hình: tiếp S.ABCD trong ` 'đó-SA, AB, BC: đôi một xuông gốc và 
SA = AB = BC =1. Khoảng cách giữa hai điểm. Š:và:C nhận. giá trị nào 


. trong các giá trị sau 2 


(A)42 ; _¬-..- 
KD ng ch TẾ Đ Š - 
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11. 


Chơ tình chớp: -S.ABCD có M l tình vuông: cạnh. 2. Đường thẳng SẠ 


¿vuông gốc với mặt, phẳng đầy, SA = a. Góc giữa mp(GCP) XÀ. mip(4BCD) ci 


Tà ø, khi đố tanø nhận giá trị nào › trong các giá trị sau? 


“say SẼ, Jả.n (Œ) nơ =1; 
€ mz=2: `... (@®pmz-d. 


12. 


Chó tứ điện ABCD, có. DA = DB = Dioi và BDẺ = : 60, ADẺ =090°, 


"'ADB =120°. Trong các mặt của tứ điện đồ : 


(A) Tam giác 4BD có diện tích lớn nhất ; 


®) Tam giác ACD có điện tích lớn nhất ; 


(©) Tam giác BC có điện tích lớn nhất ;: 


: ( Tam giác ABC Có: diện tích lớn nhất. 


- 18, 


Cho tứ điện ABCD có hai cặp cạnh đối điện 'vuông góc. Cắt tứ điện. đó. 


..bằng một mặt phẳng song song với một cặp cạnh đối điện của tứ diện. 
__ Trong các.mệnh đề sau, mệnh;để nào đứng ? , 


14. 


(A) Thiết diện là hình thang ; _- - 
@® Thiết điện là. hình bình hành ;_ 


-(Cj Thiết điện là hình chữ nhật ; 
-(D) Thiết điện là hình vuông. ` 


Cho tứ điện có hai cặp cạnh đối điện ng góc. Trong. các mệnh để s Sau, 
mệnh để nào đúng ? - 


_ (A):Tứ điện có ít nhất một mặt là tam giác gà 


() Tứ điện có ít nhất hai.mặt là tam giác nhọn ; 
(C) Tứ điện có ft nhất ba mặt là tam giác nhọn ;_ 


-..) Tứ điện có cả bốn mặt là tam giác nhọn. 


15. 


Chò tứ điện ABCD. Xét hình hộp nhận các cạnh của tứ điện làm các đường : 
chéo của các mặt của hình hộp (xẻm bài. .tập S 50, chương TH). Trong. cáo 
mệnh để sau, mệnh đề rào sai ? `. ` - 


v .(A) Hình hộp đó là hình hộp thoi Ni cá các mặt là HN thoi) Sử tứ diện 


đó có Tai cặp cạnh đốt diện vuông góc ; 


® Hình hộp đó là hình hộp chữ nhật khi tứ điện đó có các Cập cạnh cối 
điện bằng nhau; ` 


134.- 


(@ Hình hộp đó lồ, hình lập phương khi tứ. điện đó là tứ diện đều, 


._._ -(Ð) Chỉ cố một trọng ba mệnh đề trên là đúng. 
16. 


Cho hình chóp. tam giác S: ABC với Bài bọn cao Đá Trong c các › mệnh đề Sâu, 
mệnh để : nào đúng bộ v 
(A) H trùng với tâm đường tròn ngoại tiếp tam | giát ABC khi và 'ehi khi các 
cạnh bên bằng. nhau ; hệ tiết 


.®) H trùng với tâm đường tròn. nội tiếp tam giác ABC khi góc giữa các 


mặt phẳng chứa các miệt bên và mặt phẳng đáy bằng. nhau ; 2. 


te) H trung điểm của xnột cạnh `, khi hình h chóp đó có một mặt ĐẠP, 


vuông góc với mặt đấy ; H ⁄ 


: ®) H thuộc cạnh của đầy. thì bình chóp đó có một mặt bền vuông góc với đáy. 
17,. 
h .. 8A0, mệnh đề nào đúng ? 


Cho tình lập: phương ABCD.A'BC CÐ. Xét là ải 09). “Trong các mệnh đề 


tA): Góc giữa mp(4'BD) \ và các mặt. phẳng © chứa. các mặt của đình tế 
-_ phương bằng nhau ; 


| (B) Góc giữa mp(A'BD) và các mặt xi HH chứa ve mặt của. hình lập 


phương bằng nhau và phụ thuộc vào. kích thước của Hình lập 'phướng ; h 


(œ Góc giữa mp(A'BD)' và các: mặt 'phẩng chứa: các mặt của Đón nh lập . 


phương bằng ø mà tan # = —= My co 
_ R2 


VẤC 


và (D) Cả bả mệnh để trên đều sai. ' 
18. 


Cho hình. chóp tứ giác S.ABCD có đáy là hình viông và Có, rhột cạnh bên ` 
vuông góc với mặt đáy: Xét bốn mặt phẳng :chứa bốn mặt bên và mặt 
phẳng chứa mặt đáy. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào 5 0E 1. 


(A) Có hai cặp mặt phẳng vuông góc với nhau ; 
(®®) Có ba cặp mặt phẳng vuông góc VỚI nhau; 
(C Có bốn. cặp mặt phẳng vuông góc với nhau ; 


(Ð) Có năm 'Cặp mặt. Nên vuông góc với nhau. 
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P- -LờI GIẢI E .HUỚNG ĐẪN : ĐÁP số 


§L. Vectơ trong không gián, Sự t đồng phẳng © của các vectơ 
1. (h. 133). Cách 1. 


_ Tacó l =1 + ANi + MỸ _.@ 
-E-P:ÐPN+M  Ø, 
Từ (2) ta có. : l 
` _kử= KI+LÐN +kNÌ 
hay kỨ =IA+kDN+Mi. .. Gì. 


Từ (1), (3) ta:có 


l Hônh 138 
Œ~ ĐH = AM = kDN 
-* 
hay JỦJ= 1-k^M-I-EPN. 
_ Chứng mỉnh tưởng tự như trên, H26: _ 
h 1 = T-FHẾ~T^TNỂ. 
Mặt khác : ` - MÁ =-2M8, Nổ =-2Nổ, s8 
: nên  “ _ Hì “TẾ HẺ TT TẢ. 
Từ đó, ta cổ  =27R. 
Vậy ba điểm 7, “7, Kthẳng hàng. . 
Cách 2. 
hà, MÃ >~2MB lo mo. 
nên với điểm Ó bất kì thì 0M S8. 
2ý.0D+20Ẻ..—_O04_-kOD_— 08-kOC 
TH ch co a977.09770) WSEsl SE Qien? 
'öÿ - ƠM ~kÓN 


-Ö- Từđó,tacó - ĐŸ =+—.--2(GÄ+208 ~ kÖB~2kÓ©) ` : 
E1 2= —m 
= TC ĐI TA, ĐỌP) 
2—— 
(Øï +20) = -20Ï + 20K. 


ng va 
Mặt khác 33 =1, : 
Vậy ba điểm 7, J, K thẳng hàng. 
(.134) 
Xác định m : m 
Đặt BẢ = a, BB' = D, BỞ = ở thì 
` CRBI<8+tBrẻ. 


: 'Do MỞ = -mMA nên : 


Xến Tới 1—m - Số Vh . Hình134 
Từơng tự, ta có l 


=y_ BD_ mBC` _ả+#— mữ + €) 


BN= = 
ˆ -1—m : —Tm 
1D cán H2, 
tàn han 


Do.AC, BD' chéo nhau và DC, BD' Siữc nhau nên: 
MN ⁄ BD' © MN= KBDY 
__ MN = kả + kb + kể. 
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Mặt khác đ, b; ể không đống phẳng Tiên điền KốU/ xây ra khi và chỉ khi 


l+m - _— 
1 mi 
1/2 
T. =k 
..EH. ` 
RE Ho, 
Suy ra 1 +ờn =cim CS m = ~: 
: 1. 
). 
Vậy m = c= ; thÌMN /ƒ BD... 
_ Tính MN': 
Khíẩy ' Hcjaong. 
'đođó. — M N sứ +b. +ế? È +28 +28 +82) - 
"` MA2< = sứ xiny2 + đÖ +4 +bo. 
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3x2. 2.” .G@ 
138 


¬ đj+ c+ +24 +B). 

3 Na 
. 13881+2b +87... 1 nó C han 
BH. vã. -`@}- 


Từ (); @) () ta có AR= 2A1 +A0, : 


_Vậy AI, AP, AK- dâng phẳng, tức là các `điểm Ả, %, 7, K cùng thuộc một: .. 
mặt phẳng. 
Chú ý. Có thể chứng mình các điểm A, 1J. K thuộc một mặt. phẳng. bằng 

: cách chứng mình AI và JK cắt nhau tại M km hành Bối 


(h.136) | 
_Vì ABCD là hình bình hành nên - 
__ 54+ S%C = SB+ SÐ 
hay - SP ` + $C — SB. 
Đặt .. S4 =zSA,, SE = DSB,, 
SC =cSỢ, SD = 45D, - 
{với a, b, c, đ là các số lớn hơn 1). 


Khi đó vn c 


`" n tế Hình 136 
SB_ SD -_„ - _.. 
ễ ko EU TEe du na! 
và - §D,=Ủ-Š S5- 16+ 8ể- ® Ta 
= 35 SÁI +esGi ~.b§BI) 
.g KP AG Tn2- 00 
=3:ÂA vũ SG cổ: m 
Mặt khác, các c điểm Áu Bị C¡, Dị thuộc mặt phẳng, riên từ bá 2 thức: đó Suy ra 
l LỆ: b =E 
v8 vử .. Ông 


tứclà đa+c=b+ä. 
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$A „&C c 6U @D 


â) 
SN Si VN ` SP." SÐD. 


_¬.... 


, . 73 
Về... 32?=b =c. =mẺ. 
Gọi M là trung điểm của 8B' thì 


MP = MB-+ BÀ + AP. 


nên 'MP = - - PS —-ể. 
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- ° Mặt khác Mồö= ƒB`+P '+CØ ác 


. Như vậy :.MP= - —MÔ, tức l ba điểm P, M, “ thẳng hàng Da đường thẳng 
.PQ đi qua trung điểm của la cạnh BB.. 


+ Ta cố Pg”= >ở =-AME” 


h 3 š 2- š g ệ 12 ì c_n h ỳ 
= dãa +iÐ xẻ] -4(§# +7 +” +38.b +38 + 28£] 


Bọc hờn” + mẺ. 24m tàn” +uế] : 


= 4-  m” = âm” =?2* „i35: 


140. 


đi 138) 


— _ 


— 


AD =°. 
Từ giả thiết, ta có 


Lập luận tương tự như trên, Ẵ 


ta có: 5D, =ä+b —=€ 


- Và Ba = -ä +b + ề. 


— _—¬ — —— _ 


Xây BD + BD; + 5D, +BD'=0... 


Cách 1. Đặt AA' =á, AB =b,. 


_ Hình 138 


__. Điều này chứng tỏ Z là trọng tâm của tứ diện D.D,D,D. 


-_ Cách 2. 


:Gọiƒ là: giao điểm của BD và ngAEÓ thì Đĩ= L2IB.. : 
Gọi ở là giao điểm của Bp với mp(DD;D4); 'do Dị, Ðạ, D; là các điểm - 


đối xứng của D' lần lượt qua 4, P, €C nền JJ = Tin hay. DB= = ráp. 


w :Mặt khác .ï là trọng tâm tam giác ABC: nên 7 là trọng tâm tam ki 


ĐịD¿D¿. Từ đó B là trọng tâm của tứ điện Bi -Í. 8:6: 


ˆ Œ.139) 
_a) Đặt AA'=đ, AB =b, AD = 
Khi đồ, ta có 


_M - MA=kMD' 
nên MA=k(MA+AD). - 


“=>. 


Vậy  AM= 


200) s8 
KCTE +): 


Hình 139 ˆ 


141, 


Tương tự như trên, ta có 


¬. 'ẽẽ. 
Ä .ô zs ốc. c5 
Từđó .  MN=AN-AM_ vẾp` 
Độ hài 1... 
: _ SE TT Kế 
S8. Sẽ... .ẽ.. 


Như dây bờ vectơ MN, BC, BA đồng phẳng.. 


` Mặt khác AD, DB cắt mp(A'BCD) ; các điểm M, N'lần loại: thuộc .4Ð', DB. 
với k# 0, k# 1 nên MN không. thuộc mp(A'BC). Vậy MN. song sóng với 
mpặ 8C). 


b) Ta có A'C =~đ+ð + x AC TÚI chao nhau ; Á'C, 8D chéo nhau mà _ 
MeAD,Ne _DB. Do đó; đường thẳng : MN. Song song: với đường thẳng 
ÁC khi và chỉ khi MN = :mA`C C, tức là. 


SIẾ, Tế = Tả —mã + mỗ + mẽ. 
T=E Tử, T8 
: Do ä, 5, ¿là ba VoCtƠ Rau đồng phìg tu đẳng thức trên. xây) Ta. th và 
"_.._ 
Suy Ta : -k=itk©k=-z- 


.Khiđó'  MN= 


Vậy khi k = - thì 4N song song với A'C. 


':149‹ 


` Đặt :AD=ä, AB =b,AC =ể.: 


Khi đó,tacó - 
...ẽ.ẽ.ẽ.. 
ä.b=b.E=c€.d=~m2 

: XS 
TA P Si TẾ in 
và 82 =b =£? =m”, 


- ....c.. ẽ .ẻh....ẽ.ẽ. 
Vậy: MN“= MN .=x +“ +b +2ác- 24.b - 2b.) 


Mặt khác 


=đ+€,DB=b-_—°. 
Vậy MN.AP'= -se :£?y=0 


¬¬  ..... C 
MN.DB=-~S(Cð +”) =0. 


- Điều này khẳng định MN vuông góc với AD' và DB. . 


«œ. 140) 


— 


2) VÌM, XVÌ rừng điêm của 4ð và CD nên, ñ 


MA = 2P + BỘ, 
| đơn . 
hay MỸ=¿( z—). 


1 : SN : 
= q0 + mỖ + mổ + mỗ — mỄ ~m?) =“—- 


Tức là MN = l 


b) Ta có 


: MN.AB =2 +ế —P)b` 


bì ng 


Vậy góc giữa hai đường thẳng .MN và ÁP bằng 90°.  - 
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ˆ Ta có 


'MNCB = 38 + ~B@ ~ð) 


=3? +3 _ ä5 — 8g =8? + bÐ) 
- TẾ + m2 © m2 _ mổ. 2 m2 
-lÍ” + 2 ¬ .x ĩ” + 5 =0 


__ Vậy gốc giữa hai đường thẳng MN và CÐ bằng 900, 


Ta có 


Tứclà - _IMãl Bổ«.ñmi 5ẽ ĐÓ: = 


Từ đó ˆ _eos(MN, Bề =—*> 


: Vậy góc giữa hai đường thắng MN và àBC bằng 45 
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(Œ.Ì41) 
Vì MA=k,MC. 


Tương tự, ta có 


TY.1- 18 _ —IÃ~ t,18 ` 
: âm 


Hình 141 


Mặt khác - - - . # = để + 1B). Cây RA `. 
Để các điểm 1JM, _ thuộc một mặt phẳng, điểu kiện-cần và đủ là bả 

- VỆCtƠ 1M, Hy rủ đông phẳng. Rõ ràng là IN và JJ -không cùng phương 
nên điều khẳng định 1M, N, Hỗ đồng phẳng tương đương với 


TM = pN + 41 
: _,1JA-kIC — =IA-bạịlD 
hay - mĩ ° ==Ă. +#để dã 1D. 


| tệ kệ phb - m=.é 
z lrø” rủ, (tây: (ft = -§)=ỗ 


Do T4, 7, ID không đồng phẳng nên đẳng thức trên tương đương với. 


TT TÔ: 
tt TH 
= NHI 
hay ¬. 


10. Lấy E), hạ, L lân lượt thuộc các tia Mới Óy, Oz sao cho ng 0E,= 0E; 


Đặt: OE_ =d, ðE; =ẻ, ÓE; = = đ.. 
..a)Do: bạ tia Óx, Óy, Óz không đồng phẳng 1 nên 
| .(đ+# +#Ÿ >0, 
_tứolà ˆ S7 +52 +ấƒ +2G,5,+3,5; +ấyZ,) >0 
©_ 3OE2 +2OE?(cosơ + cosØ+ cos2) > 0. 


Vậy cosz+ cosØ+ cos7> = : 


10A-BETHỈNHHỌC1UNG HỶ xà) Ệ sy . 145 


_b) Dễ thấy ÔE, + OE;// Ox; 


OE; +ÐE;/[ Ơy, . 
.OE + ÓE lJ.Óz. 
2 HỆ Oy; © (OEj +OE;)(OE; + 5Ey= 0 


hay - 5E, TẾ OE,OE, Ñ '2R,.0P, +OE;OE; =0. 


Ta có 


- (OB1 + OE;XOE; + 25)= +, + ĐE, ĐE. + -OE, ĐE + ØE, OE; = 0. 


>.Vậy Oxị L Ø2). 


11. 


12. 


Tương tự, t4 cũng có Ớy; + UG 
a) ä.Đ.£ đồng phẳng. ˆ 

bì m” + „? +p? s0-- 

Theo giả thiết, ta có : 


OÏ = AA,, O7 = - BB, 0K =CŒ,.. 


„Do (2), (. @ Song song với nhấn, .hai đường thẳng, Ạ; Ấ_ cất. chúng lân 
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„w» BẢ = kBC nên với điểm Ở; la có. : 


- lượt tại A, B, C và An, Đụ. C1 nên theo định lí Ta-lết, 'ta có 


BẢ= kBC và BẠI : = thế : 


1— In: . 
ˆ Từ đó BB, = OB) ~ OB = “ức 
hay ớ _¬. nNn< 
Lấy ÔÓ trùng với 1, ta có H--UR : No, 


Như vậy ba điểm. 1,7, K thẳng hàng. 


`, 10R~BT HÌNH HỌC TNC 


13. 


14. 


' Vậy, ta ta có ` 


"mặt khác BN.= =2BC 


nên ` MN/JAC. 
- Nếu có k để các điểm M, N, P, Ốt thuộc 


_ mp(ACĐ) théo giao tuyến PQ nên lc AC. 


á. 142) 

Trước hết, ta ¡chứng j mính - : 
AC” +BD?+ BÉ? + Ap2 =APˆ+ CD? +42. 
Đặt ĐÃ = =3, DB= 5, ĐC = ẻ. Ta có 
bu TC TẢ+ AD + Dỷ 


ng hIẾU Rn XấY  VA ` cô Mình 142 
“. " xử ly 
= Phng + b)+ (2) -Í] = TT 


_—2 


AB +CP` +” š 8— 8P a2 +(15 22. 
„x28 +28? +2£2_ 288-— 2b. 
^C +BÐ' +BÉ` + APˆ Tế -ã vế +Œ=BŸ + 
22 +26` +2” =2ã-~ sc 


AC?+ Rp2. + BC? +Ap? = `. +CÐP. sà sụt 

Tương tử; ta có. . 
2 + gp” +AB? +CÐ2 - Bc2 + AD2 +4HK2 

AB? + ah + 3 14 + AD? = AC? + BD? + 4EƑ2, 

Từ đồ 

¬ AB? +Cñễ + Ac2 cap? +Rc? +Ap# = Mã +2 1 ĐÈ, 

(h.143) 

Cách 7 


— 


Từ - 2M. 245.. -fa CÓ M =3 BÀ › 


mỘt mặt phẳng thì mp(1NO) cắt 


` Hình 143 


_1 


— 


Mặt khác A9=52AD 
riên BB =2DẺ. ` 
_ ni Am: - 


..Vậy,k= gì các điểm M,N,P.Q cùng 4 › thuộc một mặt phẳng. 


Do AM =24B 
nên AM= =(b~3) 4 

KH .- c3 
TRE AE+BÑC- + 3@—-Ö ~ -á+ gỗ +2 
AP = AD+ ĐỂ = -ä + kDC =~8 + RỂ, 
-AÖ=-38. 

Khi đó SIN 
— . 

Nx 4+ số ¿ : 
—:. 2_„ l„  ò : 
mái (0Á 

N yjg 

MÔ = Kĩ 1É \Ói 


Các điểm M, N, , 9 thuộc một mặt phẳng khi và chỉ khi.có số x, y sao Bế : 
MP= xMN + yMỞ 
122% 


$ % 3, lạ. Ki, Là 7g Phả, So : 
.Ồ -28- 1ã kế: s38 +ia Sì ng sờ. 


148: 


15, 


_Plà điểm HN đường thẳng c?' r : 


_ Với k1, m là những \ số thực. 


Nà điểm thuộc đường thẳng BC nên. "ã 


c14. 3iesẩng 
3.6 ý 5 
NT n., 
St So 
- +=k 
=> côn He A 


Vậy khi &= 2t thì các điểm M, N,'P, Q cùng thuộc một mặt phẳng. 


(1449) xẻ. 
Đặt AD=Z, AB =J, AAl=ể. VYM 
thuộc đường thẳng AA' nên 

AM = KAA  = kể; 


=ila;- 


CP.= mb. 


Ta có - 


NM = NẺ + BA + AM = -l3 — b + kể 


: NP = NB + BBÌ + BC + CP 


: = -l + + ä + mb 

+(Ì-Ð# + mỹ vế, 

Do NM =2NP nên ta có 
__ƒ'1=2a-0 


-l=2m.' =k='2/m= - 


k=2 
MA 


Vậy. =2. 


MA' 


Hình144 


„ii =2... 


ta|r—> 
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$2. §3, §4. Hai đường thẳng vuông góc. : 
Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng... 
Hai mặt t phẳng vuông góc ˆ 


- €h.145) 


“ Vì BC // AD nên góc giữa SD và 
BC bằng gốc giữa SD và ÁD. 


- ' Từ giả thiết, ta có SA LBC 
nên _. - SA.LAD 
mặt: "khác SA _bằng ‹ cạnh. của "hình 


thoi ABCD, nên SDA = 459 là .: góc 
phải tìm... ... ˆ 


- Vậy gốc giữa ›BC và SJ) Bằng 459, : 
b) Do ABCD là hình thoi nên. AC L BD. : Hình 145 

: Mặt khác J7 /J BD nên AC .L j7 tức là 

. gốc giữa l7 và AC bằng 902 không đổi. 


1. (h146)- ` 
nụ 28 Sà NT C thì 
32 =3? =7? =2? 
J=: 
Xà 
_P đ 0n 
" 2 vi ng ".. # h n TVỦ 
`... Noế ở : NIình 146 


a)* Vì AB Ú 4Ð nên góc. C010 Anh và Ab bằng g góc giữa A'P' và A'D, đó là 
góc -DA'B' hoặc 180°— ĐA'P'. Ề 


Đặt ĐÀN 


-150 


Ta có: AD= a3, AE =4. 


DB'=%~ÿ+ z =.ĐB” =3a?—dˆ2~a + 82 =2”. 
: : 


_Vậy 247 =đ? + 3đ? — 2g, Dữ C20 


: Như thế góc giữa A'D và AB bằng ø mà cosz = ` , 


— DI => : ¬ 
+ ACl=X+ÿ+7—> - = 32” +d”~ đ)~đ” =2”. 
Dễ thấy 4 =á. 


. Ta có ADC'B' là hình bình hành mà 4D = AB', AC = BD: nên tứ giác 
ADCP' là hình vuông. Vụ 4 AC L.ED, tức là góc giữa AC' và BD 


bằng 909, | 
b) Šả'cb =i4:Ð.A'B' sin ĐA'E' Bì=a .ẻ 
“Vậy Sxgep =Ê 2J. thu _: 

- Đặt ACC' = k 2 Rị XGệC SEẾ) dệt 2 2ACCC. cosổ' 


s. hay lộ 2⁄Ê<32” + 2 ~2aJ3 -4.cos 
TT : co19= C_ =in0= EM 
Vậy S⁄bcm: =ÀC.CCsin8=` Ề, TP =z242. 


~e) Do AC! =#+ +ÿ+z. 
_ Suy ra: : 
Ð ÂAC'.AB=(J+ÿ+ 78. 


2n 47302 80a3):02 


| lA Si VI 
.hay ỉ lACllanlcos y = đ? 
> .e087= + —¬y " 45”. 


` Vậy góc.giữa ÁC' và ÀB bằng 45, 
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Vậy hai góc trên bằng nhau và bằng 45 khi và chỉ Khi 
_' MP=NPvà MPN =90% `. 


_Từ đó, suy ra C_..ÁB = “C.CD và AB | CD. 


CA AC 
¬ --- ẠP 
_ hay : ` CB” = Sp vÀAB LCD. 


_- Mặt háo tacó PÄ=kPC = Sẽ =l# 
. Vậy giữa Xi và Cb có mối liên hệ 


_— l|và AB L LCD- 
l thì góc. giữa bai Vectơ MN và BẢ bằng ; sỐc 8 giữa ; hai vectơ › MN và: CB, 
: cùng bằng 45Ẻ. 

_⁄1.. Œ. 150). 


l “Gốc „giữa hai. đường: táng” AB- 
và CD. bằng. góc giữa hai ai đường bài 
ˆ thẳng DI và 1K, đó là tủa JIK hoặc 
1809 EUIK: 
ý Vì tứ giác JUHK l hình thơi mã 
1H = V3, nên từ JK” + 1H” = 4) 


tacó - JK =1? ng 
hay - JK= 1. ... .: Hình 150 
Như yây 1IK làt tam giác đều; do đó JIE = 609. 

Vậy góc giữa AB và cp trong trường hợp này Đêng) 600. 


b)] Khi tứ giác UHK l Mịh chữ nhật thì 7K = 909. Do đó, góc giữa AB và 
CD. bằng 90Ẻ. 


'1184 - 


22. (h.151)„ 
4) Gọi 7 là trung điểm của. ĐC thì 
- Al1 BC, DJ L.BC, lm 


Ta có AD = A7 +7B. A 
Xét BẺ.AD - BC + 1Ð) 
mm. BẺ.Ai + BẺTB =0, 
Vậy BC.LAp. _ 
_b) Từ giả thiết. MÃ = t8. 
: ND = kNB 


ta có MN /AD. 


AD và BC. Theo Câu à) thì AD Vuông góc ĐC, nên 8ÓC giữa M⁄/ và BC 
bằng 90° N Mr 
23. (h.152)- là 
". 1. „4 
-Tas6 Ự= 2AB. 
đê cà số 
JK= CD = 34B 


36 ¬... h 
mà jK?= S48? nên JJ2 + j2 ~ j2, sa 
Vậy J7 J&, v2 cao 
¬.......c Sóc giữa 4 và CD bằng 90°. 
“Mặt khác 77 // AB mà As | CD nên17 1 Cp, „. 
Vậy góc giữa 17 và Cjp bằng 909. -. 
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24. %œ 153). 
Ấp dụng ví đụ 2 (§1 chương 1H, SGK 
Hình học 11 nâng Kim ta có 

~20ˆ _ Siế ~P`- 


2, z ị b° 


_€0§ Œc., Bà = 
Vay nếu góc giữa Ì BC và AD bằng ơ thì 


- |e? =8” 
_ €eosư= ——7 


: ch Hình 153. 
hay a”cosư= |?- ?Ì. : 
Tương tự như trên, nếu gọi h R góc giữa AC và BD thì 
Đfcos8= |a°—¿ ˆ| 
_ Và rà góc giữa AB và CD thì 
v 'c ?cosy= |? - -a2\:: KÓ na § : 
Với a, b,'c lân lượt là độ đài của BC, CA, AB, không giảm 'tính tổng quất 
Gà i2: dư g TGả Khi đó : 
2 


đcosở = gˆTc?” 
.s 2cos/8= đ 2c? 
- cểcosy=” d2-b2. . . Ũ 
-_ Từ đó, trong trường hợp này ta có b “cos/j= ra “cosơ + tàn: sề 
_25. q. 154) : : sat" 
a) Từ TẾ = KIC 
Ẫ JÄ = kJC 
tacó 17//AB. : 
Tương tự, ta có JK JI CD. 
Do các cạnh của tứ điện ABCD 
bằng nhau và là tung điểm của 
CD nên NA = Nữ. " B 


Mặt khác MA = MB. : 
đo đó MN LAB, Suÿ ra MN 1U. 


Tương tự. như trên, ta có MN LCD ˆ 
và JK /í cÐ nên MN LỬK.. 
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26. 


` b) Vì AB /CP 


27. 


ˆ8) VÀ ABGD là hình bình hành và 


_ nên đ// AB và đ qua S. `. ..- Kế 


vuông tại É. 


. Vậy, .BF LANH... 


b)Ta có AE= AN + NB.ˆ 
Từ giả thiết, ta có. 
AN LÉD tức là AN.CB =0 ;` 
_BN 1 CP tức là BN.CD = 0. 
Vậy ABCD = (AN+NB CB = 0 tức là AB LCD. 


Œ.155) 


O=ACc BD nên ÓA = ÓC và 
OB=OD. Mặt khác SA = SC nên 
SO 1L ẠC và $B= SD nến SO L BD. - 


Vậy SỐ L mp(ABCD). 


HS  Ến SR  ĐHỆb 


` 
+ 


SX~- 


mà đ= mp(SAB) l) nhp(SCD) ˆ 


\ 


_- 


Tương tự 4 //AD và ái qua§.. SN # HU “Hình 155" 
Dọ SO + mp(ABCD) nên SƠ L 4, SỐ .L di. . 

Vậy SO .L mp(4, đi). . 

(h.156) ' 


a) Ta có AB L (BCR 
-'CN +L BE 
Vậy ACH là tam giác vuông. tại H. 


}> =CH.LAH. 


Tương tự, ta có KƑ là tam giác.” 'Ƒ 


b) Ta có san CH L_ BF. 
. CH LAB] ”ˆ...... 


Mặt khác AC LBF. 


"-... 


Từơng tự, ta có AC L BK. -„ 
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b 28. 


_á) Kí hiệu cạnh của tứ diện đã cho 


-tứelà ` JM= 


- SiKE l Ỳ : 2 92 'ớ 
Khiđó  IMỀ=IH”+HM”= K3 k3 — 


(157) 


là a, đễ thấy là trọng: tâm của 
tam giác ABC. Từ đó : 


m DH” = DA?— AHP. 
2iuẾ (e£Ï _ 6£” 
é Tấn 
= nu- SẼ. 
Do/là trung điểm của DH nên ng S2. Hình 157 
¿j6 _ | 


.IH= S5. 


4.6 


Xét tam giác IBC có 1M là trung tuyến và ƒM = 2BC . Vậy IB.L k" 


- Tương tự như trên, ta có ï4, /B, ïC đôi một vuông sóc. 


b) Vì !A, 1B, _C đôi một vuông gốc, IA =]B = IC và H là hình chiếu của 7 


T - trên. mặt. phẳng: 'AB€) nên ABC là tam giác đều nhận Hj làm lnng tầm. 


#1. 1s 2À 3 


1. 
Ngoài 12a —>=—>+—¬+——> 
HH IỔ TH TC AT 


1A- 
ha sy Hí= —: 
x3 
-DoÐ là điểm ,đối xứng của H qua 1 nên 


“DH= bếp và DA = DB= ĐC. 


Xã 


- Đặt]A `... n. 
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v3 


_29, 


Do đó tứ diện DBCA cố các cảnh bằng nhau... 


.BA -L AC nến %4 .L' AC-tức là SẮC th : 


-b) Ta có :AŒ= đed§S Z- 


cI là 
T 


Khi đó D4? ~ ĐiẾ + HỆ ~ _. ‡[ 


4x? 2x2 ĐÀ 
=——+-— =2 
Đế 8 0 27 


Vậy:DA =DB=DC= x2, ` 


(h.158) „ 
a) SB L (ABC) và 


giác vuông.tại A: 


'&A = = 4Ctan đ= 4c6S đ tan 8 

: -ẺC.: __ #COSƠ. : 
+ . 908. ; 

-42cos2z 27 

TA —4a“- 

cos “ 

Si L2 2(cos2 'z — cos2 8) - 

=————z_—“~. 


cos?  . 


S2 2 2 DÁNG co. 
$8 =sơ BC = _ Hành 158 - 


V50 ĐẤT Tạ) bu CN RE 
Vậy My Đụ 3099: Ø - cos“ ổ. 


. 30, 


` JO LBD. 


: Mặt khác-OB = op nên j8} là tạm giác 
_ cân đại 1, tức là7B= . 


'b)Gọi 2= AC BD thì - 


điều: kiện để bài toán có nghĩa là ớ, 8 phải q thoả mãn mì cosˆø > cos2 2. 
(Œ.1S6jˆ.-- -.; bóc 

4) Ta có $B = ŠD = 245, AC= 4 h 
Gì ABC. là tam giác cân mà AB = 60)). : 


Vậy SC = a2. Â 


1O // SA nên !O L X2 SN c7 từ đó - 


Hình 159 


"7 isg 
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Giả sử ABCD là tứ điện: có tính chất AB +LCP,ACL BD, ADL BC. 
Từ bài đập 20 chương TH SGK Hình học 11 nâng caó, ta có-' 


2 +CD? = AC? + bu En = BC” + AD°. 
Từ đó, ta có.. : : 
`_ AB + AC? - BC? ¿.AC?.+ ADÊ ~ CD? = AD? + AB? — BDẼ. 
Hệ thức này khẳng định các góc BẠC, CAD,; DAB hoặc cùng nhọn, công : 


.. vuông hoặc cùng tà. 


: Tương tự như trên, tạ chứng minh được ba góc tại bất cứ đỉnh nào của tứ ˆ 


điện ABCD cũng có tính chất đó. Do tính chất tổng các góc trong của một -. 
.tam giác bằng 180° nên tồn tại. nhiều nhất một đính của tứ điện mà tại đó 


ba góc cùng vuông hay cùng tù. Khi ấy mặt đối điện với đỉnh đó của tứ 


.. điện ABCD có cả ba | góc đều nhọn. 


32. 


sỹ Ý\M là tung điểm của BƠ nên AM L BC, 
- mặt khác DA L (ABC) nên BC HN, : 


"Mà DMLAH.. 


_b) Kê MN song song với.ÁC (N e AB) thì 


'Vậy. nếu AB +LCĐ, AC L BD và AD +_B€ th trong bốn mặt của tứ điện 


ABCD cóft nhất một nặt là tam giác nhọn (cả ba gót của nó nhỏ hơn 90). 
(Œh.160) : 


góc với mp(DAM), từ đó BC L AH. 


Vậy AH + mp(DBC ). 


góc giữa DM và AC bằng góc giữa DM và . 
MN, đồ là DMN hoặc 180”~ DMN .ˆ : 


Ta có MN = V= SAC= Š ANE=Š-. 


2. 2a h 
`. 16 sẽ 89+ 
DN? = DA? +ẠN” = ssa L4 =4 
;N s2 2i pc 947 -_ 16a 
AM“ =AB - BM“ = m "ra 
ca đun 
=> =.——— 


160 ` 


Mặt khác Ao= S86 đó pư “SẼ. 


DNP = DMP + MN? ~ 2ÐM.MNcos ĐNN” 


'89 xa :-2.16a42 7 a2 `. 4: —— 
TC SG cu ŠcosDMN. 
100” 7” 25 _ Ti Mở 


2 _— 
` - 324 osDMN = kê 
=Ầ> „0n - 2Õ. : 
TH Vây góc giữa ÁC và DM là ¿mà S\ „-3ổ. 


33. 


ức Gọi K là hình chiếu của O trên CM- -, 


-_.điểm của $D nên AD¡ L 6Ð. Mặt. Ề 
-_ khác, tacó CD.L (SAD) nên AĐ: CD. ` 


_©) Dế thấy G¡G; /J DA mà DA L (ABC)... 
“nên G¡G; .L (ABC). 


(h.161) 
a) Vì §A = AÐ-='a và Dị Š từng 


Vậy AD, L (SCD). 

b) Kẻ ÓH // AD; thì H là trung điểm ˆ 
của DịC và ÓH _L. (SCD), ngoài ra #1. 
cố định. : 


thì K L' KC (định lí ba đứờng vuông 
góc). Từ đó, suy ra điểm K thuộc ' 


+ Hình lội 


đường tròn đường kính C trong mp(SCĐ}. Đó là đường tròn cố định chứa : 


hình chiếu của tâm hình vuông trên mặt phẳng , 


'iÀ,Erilldi(loe TÙNG " : .. ' : 161 


34, 


`. nên AH L HB (định lí ba. 
- đường 'Vvuông góc). Như vậy 
-AHB= - 900, :Do,A, B‹ố định 
.. "thuộc Œ\, He), nên điểm - 
, thuộc đường tròn đường kính - 


-b) — Vì HB L (SAH) nên ` 
HP LAK, mặt khác AK L SH - 


Œ-162) 
3) 81 @LAC SHLA 


AB cố định trong (P): 


Hình 162 


_ nên ÁK 1 (SH). 


“Vậy AK 1.5J. Do giả thiết A7 L S5, từ đó SB L (4K). 


về Š, B, A là các điểm: cố định nên mp(AK?. cố Tum và 1 cố định. 


Đo AK1 (SHB) nên AK LKI Vậy K thuộc đường. trồn - đường kính AI Ề 


„ trong mặt phẳng (Agot cố định niối trên. Đó chính là đường tròn cố định - , 
- chứa điểm K.. - 


cn  C Đật ABH = ở thì ÀW = ABsinử = 2Rginz.. : n8 55 


Ta có tam giác AKI vuông tại Kvwới cạnh huyền AI cố định, từ đó. điện tích 
tarn giác AKI đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi AKT là tạm giác vuông cân, . 


; Me 46K = 
2 
, 1 jmẽ......... 
':Mặt khác -—> + + mm 
‹ìo. Ô AK?, AS? LANH?” hề, 4R2sn2ø 
KửNÀ ;n SA 1 , nẽ : 
hay - -. ——=-_~+———„_—. (h=SA). 
AI. h 4 sản k 


` -162 


-Vì Ai là đường cao của tam giác vuông 'SÁP n Tên - 


L4Ẻ 21 ST. ì 
Al? - hˆ. -4R? 


118~BT HÌNH HỌC. TIƯNG 


Vậy Sa đạt giá trị lớn nhất khi ø thoả mãn điều kiện Ô 


Đi S2 NA  n SỀ 
hP 4R?2. hˆ. 4R?nPd ` 
Rei Sài 2k 6ò ii 
-'ÐÈ. 4R2. 4R?sin?ơa 
Ko da núi 
". sin” ø 
sẽ SN 


Sởsz—=——==. 
-_ JAR? + 2l 
Như v vậy, có hại vị trí của đường thẳng A để Sxx; đạt giá trị ¡lớn nhất. 


"e} Ta có SH lớn nhất khi và' chỉ khi AJ lớn nhất, điều nầy xây ra khi A 
trùng với AE. Vậy Tiếu A trong (P) vuông 6 góc với AB tại 4“ thì SH đạt giá trị - 
lớn nhất. ˆ -' : 
_“H đạt giá trị bé nhất khi và chỉ khi AH đạt gi trị bế nhất 4 điều dầy kioi ra. 
khi trồng với điểm. A, tức là A tàn với đường thẳng ¿ Khi ¬ ' 
-:38, (h. 163) ˆ h : sỹ : 
___ 8) Dễ chứng mình được SC .L (AB¡C)). Gọi : 
Á¿ là giao tuyến của (ABC) và (ABC) th“ 
Art L SC. Mặt khác SA L(ABC) nên 
Ar LẠC. Vậy: đường thẳng 'Ä¿ cố định, 
đồng thời đường thẳng 4z là tiếp tuyến 
của đường tròn nigoại tiếp tam giác ABC. › 
b) Kí hiệu 7 là giao điểm của Ar và 
' đường thẳng BC thì ï là điểm cố - “định, 
Tnặt khác các điểm ï,„›By, Cị thuộc cả hai. 
- mặt phẳng (AB C 1 và (S8C), do đó các ` 
. điểm 1.Bị, C¡, thẳng hàng, tức là đường ` 
thẳng BịŒ; đi qua điểm cố định ƒ khi s thay đổi trên đường thẳng kể từ A. 
vuông góc. với mp(ABC ) : : l 


Hình l6 *.. 


Cũng từ chứng mìinh.trên ta có TAB = 1ã Gv ° chắn AB. của đường tròn 
ngoại tiếp t tam giác ABC). ì - 


-163 


. thuộc một đường tròn. Nếu 


__ b) Gọi 7 là giao điểm của B,C,. 
„ và:BC thì AI là giao tuyến của ˆ 


30. 
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"hình thang cân, từ đó $BC là 


_súy ra điều phải chứng minh. 


_ tuyến AI là tiếp tuyến của đường 
. tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 


: Nếu điểm C nằm giữa ly b_ : 
_h. 166) thì ta có . 


(Œh.167) - 


-(h. 164) 


a) Ta có SA” = =SB. SB) = SC. se 
Vậy bốn điểm.B, C, Bị, C¡ 


B¡C;¡ và BC là hai đường thẳng ` 
song song thì suy ra 8B¡C¡C là 
tam giác cân tại S, điều đó dẫn. 
đến AĐC là tam giác cần tại A, 
mâu thuẫn với giả thiết, từ đó 


(ABC) và (AB¡C)). Gọi AA' là 
đường kính của đường tròn 
ñgoại tiếp tam giác ABC thì ta 
chứng minh được (AIC)) .L SA',. 
từ đó AƑ J' AA'. Như vậy, giao ˆ 


Nếu điểm Z nằm giữa j và à C h 
(h.165).thì ta có ÏAB >ƒCA- 
(cùng chắn 4B). 


Hình ló5 `... Hình 166 


BẠI = = ACB (cùng chấn AB); 3 
mặt khác TAB + BẠI = = 1809 
VÀ - ]CÄ + ACB = = 180”. 
Nhữ vậy ICA = TẠP. 


Wì (2) Hệ %C và A e 568) nên -` 
AC 1TLSC. Mặt khác, - gọi. 
BỊD; =(2) O (SBD) thì BỊDI ` 


Hành 167 ` 


Song song với BD và BỊD) qua kì với Đi =AG¡c %0 đo BD LG; du? -L&C nên. 
- BD//(2)). 

Vì SAC là tạm giác cận tại Š và AC .L $c nên C¡ thuộc SỰ khi và chỉ khi 

-ASC < 90° “tức là ÓSC <45°. Xét tam giác vuông SÓC, điều kiện 
ØSÈ < 45°“tương đương với SỞ > ÓC = * = 2a. Vậy để CỊ thuộc SC, C¡ 
không trùng với C và Š thì hệ thức liên bệ giữa ⁄ và z là h * 24. Ề 
_Dễ thấy thiết: điện của S.ABCD khi cắt bởi: (2) là tứ giác ABC; có tính 
chất AC; L B,Ðị. Do đồ Sxs cạp, = SAC: B.DỊ 


4ah, 


14a? thể” : 


Ta. có _ ACi.SC =§0.Ađ =ÁC = 


B,D _ SƠ, 


BD._ Á&O”. : —.. - 
GØ _ AO z? 3N =iỂg”. 
„ mặt khác có $0 =-Ó\ Am =s0,= P 
`... ~-482... 
Tú ng 
Vui ‡† 132. 42 
“RRy BD,= 2a(h _ ) 
. s ?ˆ j 
: 1. ` 4ah 2a(ˆ 
Vậy SApC.D ` ——. Tố TC 
mang 
_ 4ø 2(wˆ— 4a?) 
h\4a2 + b? 


38. _ 168) 
_ 8)VA(Ø)q02Á và(Ø) L§C nênAB, LSC 


Mặt khác dễ bói B€ L AB nên ' 
„BC 1 AB:, 


Vậy AB -L mp(SBC), tức lAB,.L BC. 1 
⁄ “Tương tự như trên, ta có A12 .L De 


Do đó, tứ giác AB¡C¡Ð; nội tiếp đường: 
ˆ -trồn. 


Hình 168 
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b) Do tứ giác AB,C,D, nội.tiếp đường trồn ` 
đường kính AC; mà AC; cất BD¡, tại H; nên Hị 
' là trùng điểm của BÐ;, khi đó xảy ra một trong 
- hai trường hợp sau : 
_ Trường hợp 1. BỊD,, hi: AC) tạiH, Œ. 1694). 
— Trường hợp 2. B\D) qua trung điểm: kế của ÁC) 
'@Œ.1690).. 
Xét trường hợp. 1 
Vì B.Dì 1 AC nên AB) = AD,. Ỉ 
' Mặt khác AB¡, AD; là hai đường cao của 2 bại tam - 


giác vuông $4B và SẠD nên . 
ABi=AD¡ © AB= sở 
1 1 1 : 1 1 


TP ng CA ` ae“ 4p “ qp)" 
Lại có AC là đường kính của (6 nên : 
` .___ AB= ẠD ©BD LAC. 
Vậy nếu đường thẳng A vuông góc Với AC tại H 
- mà 0<AH < AC thì Hị là trung điểm của BỊD.- 
._. Xết trường hợp 2.(h.169c) ` : 
„ Kế CỊK // HH, đo Bì là trung điểm của ÁCI, ĐếU” à s2 sau làn KỀT 
AH= HK= x, từ đó CK = = 2R- 2x. Khđó" Đ  yyề: Ẽứ CÔ 
2R+2z_ CK. CG`_ CC.CS.— AC? _-. 4R2 
2R—+x' CHỈ CS. ` C$... CS” - l2+4RP 
"œ Œ-x)Œ?2+4RĐ =2R?2R~— 9 
T2 .° ĐA, 
®S" x= 1+2 nu l $ 
Dễ thấy 0<xz<2R. D : 
l Và nếu đường thẳng A quay quanh điểm Hưmà H được xác địnhbởi 


thì H ¡ là trung điểm của 2h 
c) Bạn đọc tự giải. l 
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„ (h: 170) 


4) Để đằng thấy SAB, SAD là các tam giáo 
vuông tại Ả. : 


"Mặt khác SA +L (ABC), ADL Dc` 


nên $9) _L ĐC (định lí ba đường vuông sóc); 
do đó SDC là tam giác vuông tại Ð. 


_ Tương tự, SBC là tam giác vưông tại B.. 


b) Dễ đàng chứng mình được 
AD, 1 (SP) ˆ- . 
: 'Ẻ. Hình 170 
- ` :ADi+ 6C. 


Cũng như vậy, ta cố 6AB, + h HI 
- Vậy... SCL (454D). : 
_ Gợi 0= -ÁC ¬ BD, Øi= B,D, ¬ 50 th C¡= „`. 
„Mặt khác ASAB= ASAD. C. s8: S nên BỊDỊ Hị BDb. 
_Talại có - BD 1 AC). ề 
ˆ.=_ BUD¡L SAC) =8 ÁCg 


Từ đó ' _ Š4m cm = ẢAC,BBI- 


SLÁC "xa 5 
th 

—BỊD, -SB._ SB.SB S42 - d? 

_BD` SB ` g2 —'SB2 24? 


Tacó - ACŒ¡= 


- B.D=^c 

(Chú ý. Có thể thấy Bị, Dị thứ tự là trung điểm của SB và SD nên B,D) // BD . 

. và BịDị= 3BD). Tom ai : 
Nạn a6 a2 lạ 2243. 


Vậy _... ŠaB.C.D, TH, PEN LNGT: 
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40. (179. _ 
4a) Gọi 7 là trung điểm của BŒ th 
ẨAI 1L BC, MI L BC.Vậy K thuộc MĨ. 
Ta cũng có 8C _L (MAI). Do Á; đi qua 
K và Ai 1 (MBC) nên A; L 8C. Vậy .. 
Ái; nằm trong mp(MAD.. Gọi giao - 
điểm của A, với Ai là H thì HK ¿L MC, 
mặt khác BK 1L C, từ đó MC vuông 
- góc với (BHK) hay MC _L. BH. : 


-Từ A.L (ABC), BH .' MC nên BH L AC. 
` Vậy ïï là trực tâm của tam giác ABC, - 
Điều này chứng tỏ khi 3⁄ thay đổi trên 
.A thì Ai đi qua điểm cố định là trực 
tâm Hï của tam giác ABC. , 


Hình 171. 


5) M Ái là đường thẳng HK nên Fe cắt A tại điểm N. 


Theo câu a), ta có MC vuông góc với GHI mà BN thuộc mặt An này, - 
vậy NB vuông góc với MỊC. ' - ˆ- 


: Tương tự như trên, ta cũng có Mỡ 1 NC. 


Từ AI œ AAMI, ta có “ẢPE = “T 2 AHAI =AM.AN. 
NT IÊN, SỘ : ` VÀ a5 sử 
biaoker=ATf 21s nir2Tg V23 
: "xẻ... 
do đó AMAN=S—- 
°Tacó ` Ô MNEAM+AN. `: 


¬ 


: Vậy MN ngắn nhất khi lạ lo niên FAN=. —— 


Hệ thức này xác định điểm M để MN có độ đài ¡ ngắn nhất. 


168. 


_ 41. 


. mà. BÉ=(ABC) © (SBC) nên ` 


$ SRẽ = 90° nên điểm cách đêu.S,:A,., C là. 


172) 
: và Vì (ABC) +(%4Đ) 


(SBC) 1 (SAB) 


BCL (SAB) — BC .L S8. : 
Như vậy, tứ điện SABC có SÁC = - 900 và 


trung điểm của $C. 
Chú ý. Có thể chứng minh BC L58 tuy6 Sau : 
Kẻ ABy.L SB, do (SAP) _L (SBC) nên ABi + À0) 


. AB, L.BC, Hình 122 
mặt khác 8C LSA 
__ BC L (SAB) - 
.—- - BC L8B- 2E 
'b) Kế AB4 1 SB, AC; _L.SC, dễ chứng. minh: được. 
AB, .L(GBC) và - - 
—_ (AB,CI) 18C. 


- Từđó ACIB, là góc giữa hai mặt phỗng @GCA)\ và (SE. 
- Xét AAB:C) ta có AB =B 1C¡tan60° 


'mà AB,=SBtana, BỊC¡ = SBsin45°.. 


.__ Vậy hai mặt phẳng (SCA) và (C8) tạo với nhau góc 60”.khi và “chỉ khi . 


42. 


SBttanz= SB\. tn. S© tanở = 


-Hệ thức này xác định ø. 


mặt khác AD L' AB: 


s- 
Hà 


(h.173) ` t 
a) Gọi ƒ là trung điểm của ÁB thì 
SH LAB. 
Do (S4B) L (ABCD) nên _. 
SH _ (ABCD) = SH 1L AD, 


Hình 173 
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Vậy” '. ẤD.L(SẠP).ˆ 
Từđó ˆ (SAD)L(SAB).. 
Tương tự nhự trên, ta cớ ' 

: (S8) .L.(SAB). 


¿ b) G Giá sử (SAD) 5 (SBC) = Št, dễ thấy Šr1/ AP, từ đỗ mp(ASB) J 8. Do 


4S = 60°nên góc giữa hái mặt phẳng (S4D) và (SBC) bằng 609.- 
c©) Vì ABCD là hình: vuông: ; #1, 7 lần lượt là trung điểm của AB và BC nên ._ 


+ MC+ DĨ, mặt khác DJ 1 SH. Vậy Dĩ L (SHC), từ đó vn + là 


43. 


. = (%AP) L (SMN). Vậy gốc giữa (SMM) và 
: (4B) bằng 907. 

.Tương tử như trên, góc giữa (SMN) và 
.(SCĐ) cũng bằng 90°. 


Như vậy với AB = a,:'BC = 2a, huy ý thì : 
.(SMN) vuông góc cả với hai mặt k phẳng `" 
_ AB) và (SCP). : " 


ˆ b) Dễ thấy (SAB) ¬ (ŠCD) = % $ AB. 


_ tức là... cos MSN 


ˆ_ Vậy góc giữa hai mặt phẳng (SA) và (SCD) là ø mà.CoSđ = 


(@.174) 
a) Vì MN 1 AB, SỐ, _1 ÁP nên ÁB 1 (SMN). 


Như lẻ 2ê Sí-L (GMN), tử đó MSN hoặc 


180” — MSN là góc giữa hai mặt # pHáng cỜNH ". ~ 
(SAB) và @CD). Nà ..... Hình 174 


'Tính MSN. 


Tacó - SM? <$N? ch: +Ẻ. suốt =Í An ta Đ le 
_MN? =SM” TÊN on: SN cos SN . 
Ẩ-Ò 4d? = h?-+ a?+ hP + a" —2( +2”kos MSN 
'2h2 2g” Ta... 


2Q +22). hP+aÊ” 


k2S.22|š» 
J„?+a? 


Từ đó hai mặt phẳng (SAB) và (SCD) vuông góc khi và chỉ khi hsa. 


Ụ0.. 


_ 44. (Œh.175) 

a) Dễ thấy 

`" (SA) L (ABCD) 
(SAD) 1 (ABCD) 

nên góc giữa mặt bên (ŠAB)- và KẾ 

(SAD}.với mp(ABCD) bằng 90°. 

Ta có (SDA) L CÐ và SDA là. 


tam giác vuông tại A nên SDA là , 
góc giữa hai mặt phẳng (SDC) và” 
(ABCD). 


P. —— SN! v : vớ 
- Từđồ Đi no, nh sò Hình 175 


Tương tự, tan ŠBÄ = =1 = SBẦ-= - 469, 


'Vậy mp(SCĐ) tạo với mp(ABCD) s sóc tăng ? mà tanợ = = mà s ï mp(SBC) 
“tạo với mp(ABCD) sóc 459. ' ¬.. `. ẻ... 
_b)Vì (SAD) 1.(SAB) nên sóc g giữa: bai mặt tững đó bàng 909. 

'Ta cũng có CD + (SAĐ) nện (SCĐ) nh: (SAD). Vậy góc giữa hai mặt phẳng ` 

(SAD) .và (SCĐ) bằng 90. Tương tự, ta cũng có góc giữa hai mặt phẳng 

(SAP) và (SBC) bằng 902. 

Ta cần phải tính góc giữa hai mặt. nƯỚn: (SBC) ` và (SDC). 


: Trong mp(ABCĐ), kẻ. qua A đường thẳng vuông góc với Abx nó cất hai - 
đường thẳng 8C và DC lần lượt tại 7 và 7; thì JƑ _L SƠ. 


Trong mp(SAC) kẻ AC¿.L SC thì (2C 1) L%C: 
› Do đó, M hoặc 180°— Tu là góc giữa hai mặt: phẳng (SBC): và (SCP. 


"Tạcó _. AJ= ACtan ACĐ = D25: 


HỆ SOI Di co coyNn Aso 
` nói "¬..... .ò 
=- _ so 
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T.-.. 
ˆ.a) Vì AD _L (DBC) nên AD L BC. ` 
“Mặt khác:AE L BC. Vậy BC + (ADE), từ 


46. 


".Ầ... " —=.08” = 
- Xét tam giác vuông TH tả: có 


_. SƠ? = SE” - 08” = 2S) = so = SS 
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- Đặt ACjJ = ø thì tanø =-— 


Đặt IG3 + MỆ thì tang = = 


. Vì K là trực tâm tam giác ĐBC nên 

_vậy BK L ÁC (định lí ba đường vuông _ 
." góc). Kết hợp: với BF.-I ÁC.ta có - 
-_-_ AC.L @FK), từ đó mp(ABC) .L mp(BFK). 

-b} Từ câu a), ta có mp(8ƑK) .L mp(ABC) 


- Vậy _„ HK 1L Sử Iê: 


2) Ta có. AC? + BD? = 422, LÁC= 


A7 -— 225 _ xc: 
"_- 


II 

_ ACtanACI _ a5. 2_x6. 

4o AC.” sa. 2 
M6. 


Đặt. AGI = 2 tì tan Ø = 


lề 


TP: 


—%, 
_x 


Vậy góc giữa a mp(SBC) và GP) Ba 180?— MểEG tinp= = 
(h.176) : ; ° So h4 UIt, cà 


đố ta có (ABC) + (ADE). 


BK L DC. Theo giả thiết AD L (DBC), ` 


_ mp(ADE)  mp(ABC) 
HK= :mp(42E) ¬ mp(BFK). 


«œ. Ti 


sả châu 
n 
Tân: : 


a6. 


CN .....x.. 


47, 


_ “là AI. Như vậy, khi 8, thay đổi thì 


. Ta có ÓÀ¡ = 


. là đường thẳng A7 cố định. 


Vậy tam giác SAC có trung kiệt SỐ bằng nửa ACr Tiên “SẠC là tam giác, 
VUÔNg tại S. - = 


Đ) Trởng m mặt phẳng ($ÓA) Kế OAi vuông góc với SA thì $4: mp(A;BD), 
từ đó BAD hoặc 180— -BAD là góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và 3 320 
ỌÓA. ÓS— :OA.OS” 


SÁ. ..JOA? xòg? cử” 


Mặt khác,BD =, =2 , từ đó BA,D = 90° háy hai mặt phẳng (SÁB) và - 
(SAD)vuônggÓc. -` =.. vn KỶ 
(h.178) "¬ 
a) Vì BB' = 3CC' nên đường thẳng. 
BC cắt BC tại điểm 1 thì BỊ =3BC. ` 
Như vậy-Ï là điểm. cố định, mặt khác -. 
giao tuyến của mp(AP C) và mp(ABC) 


giao tuyến của mp(A'C') và mp(ABC) 


b) Khi BB' = z thì CC = 


kế 
s 


BC = a3. Do Cï= BC ` `ˆ' Hình 178 


nên cịc #3, ì l l `... 
Xu 400 . : 
Ta có AJ= 2 (ÄJL.BC,J e BC) và lJ =aj3. 


Kể CK _L AI, do CC L (ABC) nên CIK LAI. . 


_ Vậy CKC' là góc giữa mp(AE'C')-và mp(ÄBC). 


Ta có CK _ŒT. Sàn Đán : 
AJ CAI”. Ông 
AP =AJ23+ HP < ^ 442 Ôn _ 13. 
ÿ 8 4. . 


Xin 2 
173 


Thd6 CK= 2.5, 2a Soi 


_ . 2x13: TH. 

N. ° CỜI lẽ 0V13.”.. 2. (ON36 ° 
"Đặt: C- =~-——S=- =“—. 
ặt CKC" TH K5  . D) 
Như thế góc g giữa a mụ(AB'C' )và mp(ABC) là: mà tap 
Tam giác ABC' có hình chiếu trên ng(ABC) là tạm. giác ABC mà 

-R, 
: Ũ ` 424/79 X 
Vậy. v. = _4BC. ~ : 
là SapC c0 - 12. # 
2439 - 837” 


(Tính ©osö nhờ tan = được cos@= —==). 
MS T00 777, 


-48. (h.179) 
Trong mp(9), kế qua? Â»¿ thẳng lóc: 
, Song song. với JN và kệ qua Ñ: 
. .. đường thẳng song song với j7, 
" chúng cắt nhau tại K., mm. 
_ Dễ thấy MỸ L NK, tứ gức UNK a HI 
hình chữ nhật. . 
Như vậy MIÀL NK, 1K LKN, từ đó 4 
MK+LKN, ngoài ra lK = b,NK=c. .ˆ 
Vì Mĩ và IK cũng: “vuông gí góc với JJ._- - 
Vậy MIK hoặc 180°— ME. là góc giữa hai mặt phẳng @®) và (Øc 


Ta có 


"Hình 19 


_MN?= MK” + KN? = ME? + 22; sa 
- MRÊ = 22 + bÖ~ 2abcos MIK. : 


Vậy - MẠN = lã 2+? ~2abcos MIK +c 


hoặc ˆ : MN =Naz? +bˆ? +2ábcos MIK ng 
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49. a) (h.180) 


_Hàh 180” 


Dẽ thấy mp(SCĐ) cắt œ theo giao tuyến s, sẽ T¡ AB. : 
Gọi H và Klần lượt là trúng điểm của AB và CD thì _ S mp(SHK) và làm ˆ 


giác SHK vuông tại Ö. Suy rà HSK.là góc giữa hai mặt phẳng. (@6DQ@) và 
(P). Ta có... ` : 


"`... „hổ, 


1¬ 


.x 


: Vậy nếu gọi: Là ylà sóc giữa. Hai Trặt SphiHg Nang và Œ thủ ø là góc 
thoả mãn 


Tin = __" 
Tượng tự như trên: th ñRŠ là góc g giữa hài mặt phẳng GCP) và t) 


. 


Ta có : tnHRŠ = CC” = 
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b) (h.18Ð) : 
"Dễ thấy. ba điểm Đi, Hụ K thẳng ghi (do Hy ® giao điểm ‹ của SH với 
Art) và HịO; = H,K. Mặt khác yS = HựH. Suy ra G¡Š JWHĂ.. 
- Do .HK 1 AB và (SẠB) _L (ABCD) nên HK 1. (SAB). 
Vậy Ó¡Š L (S4B), từ đó Ó¡ 18.L AB và Ø,S L SA. 


: VYẬP j/ CP, từ đó nàng và Óy§ + CD. 


Ới 


Hình j8Ð , 


: Góc ¡ giữa bai l mặt phẳng (41B:Ó)) và (Ó) chính là TK. 


__anTHKH = HH _ r5 _ 43. 


.HK ra — TA”: 
Góc giữa hai mặt phẳng (A;B¡Ó) và (P) chính là HinK. Š 
| | ¬.... an 
Tácó. thi E — niên - ĐỂ 
1`. HH. ajd3. ..3 


50: 


`: Và Œ) qua. nên (P) là mặt phẳng 


Trường hợp )<x< —— - ứ. 182). 


a) Vì SO .L AÁt, BC .L AÁy, (P) .L AAy 


đi qua điểm M và song. Song với Ti 
SỐ, BC. 


Trường hợp +.=. 0, thiết điện là - 
điểm A. 
số 


Œ®)^¬ (ABQ) = j7, lạ) : qua điểm M 
và lJ // BC: 


ứ), le) @A0)= MK, MK 50. 


176. 


Vậy thiết diện của hình chóp S.ABC khi cắt bôi (Œ) là tam giác 1KJ. Đế 
thấy IK7 l tam giác cân tại K. 


N 


Trường hợp TỶ” ° x< SỐ quan, Z 


@?)^ (ABC) = 1, Só đi qua Ä⁄ và 
//BC : 
Œ)© (SOÁI) = MN, MN JJ so 
... ) (SBC) = HK, HK đi quá W x 
. và HK /I BC. : 
Vậy thiết điện thu được là hình ñ 
thang JJNK. : 
Mặt khác 4, N lần lượt là trung 
điểm của j7, HK ; MN /J $O ; 
SO L (ABC) nên MN L 1J. Vậy . 
tứ giác JJHK là hình thang cân. 


Ệ 
Š 
„Ð 


F vã ¿ 'a-3 _ § _` Hình 183 
Trường hợp x= “ŠỄ., thiết điện v.v 
là đoạn thẳng BC. : 


23 - 


b) Trường hợp 0 Sx< — 


. Šyg = 2U.MK.. 


 — AM 2x3." 
— =“==U= 3 
BC ` AAi 3, 


“— MK _ AM: 


sọ “Ao = MK =2x43.. 


Vậy Suy = 21. `. 
:Trường hợp . *x< a3 


SUẾ ray sữ + HK).MN. 


12A - BT HÌNH HỌC 11/NC SA , ộ z 177 


na 


Ta có : jJ= 


HK _§Ñ 'ỌM .. mm. 
Ly T2] —>HK= 2Gx5 - 4); 
_MN — MÁC 


== “AO =MN= 2(8a ~ 2x43). : 


Vậy Suy = s0 -32)4- 2xJ3 3): 


Dễ thấy khi 0 <x< thì điện tích thiết điện lớn nhất khi và K khi 


2 
xe= số, : Lúc đó diện tích thiết điện bằng _.. xứ 
: Khi Số, <*% xét thì điện tích thiết diện là : 


Vận, túc đó điện ddk thiết, điện bảng XẺ. | 


_§1. 


-_ nên: .ÁD 1 (SEF)- 
: Từ đó (SEF) s., (SAP). ' 
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Sun 1qx/5 ~ 2ø)(6a — ` ` 


2 


Vậy khí M thay đổi trên ÁÁi th điện tích thiết diện. lớn nhất bằng 


lúc đó M được xác định bởi 


3aJ3., AM 3 
AM += §- hay AÁi 4. 


(Œh.184). 
a)Vì  (SEF) L (ABCD) ` 
và,. ADLEF : 


Tương tự (SEF, )+(SBC } : D 
Dệ thấy (SÁD (+ (SBC) = $% SHI[AP. ".ẻẽ.. 


2B - BT HÌNH HỌC 11/NC 


ch 3. h 


- Từ đó, Ho Ta điện tích thiết điện lớn nhất khi và chỉ khi x= 


_.. 


Do AD L (SEF), từ đó, S .L '(SEP), tức l ESF hoặc 1802 - ESF là g 


giữa hai mặt phẳng (SAD) và (SBC 3) 
Vì Š thuộc đường tròn đường kính EF nên ESF= 90°. 
Vậy _ .(SAD) 1 GB). - 
b) Kẻ Dp L&A. l 
Do -§FƑ 1L ($SAD)—=>SF L DD' 
.>> DP' ¡: SAF)—= DD'LAF.- 
Mặt khác HH +L (ABCĐ) nên Dj L AF (định lí ba đường viông cáo? 
Ta lại có w thuộc EF. Vậy H' là trực tâm tam giác ADF, từ đó.H cố định. 


ï Tương tự K' cũng là điểm cố định. 
Ta có AHHE œ AFKK, 'do đó- 


HH. _ HE 
KFT KK = HH KK = HE.KF. 
'Nhữ vậy HH':KK' không đổi” 

Chú ý. Có thể tính HI.KK” qua, bên Nà Ì 
Mon an. án na. 
Thật xây, AEDH. G AEPASE TA =TE ` >>. up, 

. và _ 

Ÿ Twdng b tự, ta thề có ƑK: =% 


32: 


Vậy góc giữa AC! và A'B bằng. 90. 


c2 
vụ HH .KK = ¬ không đổi.. 
.16%“.. : 
(. 185) : : 
-a) Ta có cP +L (ABBA'), BA LAI nên 
A'B L AC' (định lí ba đường vuông góc). 


b) Ta có : 
NP”=NC? +Cp? +DP?. 
¡4...4 2 


Tương tự ta cũng có MA =MP 2a 34” 2 


" ˆ ' Hình 185 


`. 


3. 


. góc giữa AC' và BC". 


đường thẳng AC và BC'. Đặt CB = øthì 


- b) Lấy Bị thuộc Ö'8 sao cho BB' = BB\, khi đó 


Vậy MNP nu tam giác đếu. 


ˆ 542 
Mặt khác .AN? =AP? =AM2 miên 
- _CN?=C?ˆ? =CWˆ= Tn, 
Từ đó `- AC 1 Q/NP. 
(Œh.186) 


a) Mì AC//A' C nên góc : CN” AC và BC bằng 


Gọi #f là trung điểm của AC, do BA =BC'.. 
nên BWC' = 90%. 'Vậy TTCB là 8 là góc g giữa hai. 


: NẶ.C'_ ` a 
COSZ=——r-.= 


BC” `2 jẽ X2 
Vậy góc giữa AC: và BC là zmà 
H.j 


2N J2 + a2 


_c0S5ứ = 


CBị / CB. Vậy mpŒP) đi: qua M, song sóng ` : 
với BC' và A'C chính là mặt phẳng đi qua. - ˆ-.. K 
điểm M và song song với mp@' CB)... — -": Mình 186 


Dễ thấy mp(A'C#)) cất hình lăng trụ đã cho theo thiết điện là AC còn 
: P) cắt hình lăng trụ ABC-A'EC theo thiết diện JJC+NQ, trong đó 7Q là 
_ đường thẳng đi qua điểm ấ và song, song với A1, cồn 17 / HC, JCŒị// ĐC.. 


_ CỊN/AC.. 
' Tạ c6- __° QC C7 _ HỊ. : 
Nhớ ' CC" BS 1B 

MA 5. AI: 5 

_ ĐHE=: x. Do MP4 nên DO =4 
uy ve 

2-5 

TƯỜNG a~x— 4, 


=_~ 24+ 4x=54~5x= xe 2+ ` 
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1”. 


_ nên ABCP' là tứ điện đều có cạnh _ 


lo: mỹ „62 ð cá, 
Khi đó 1=; 3S. 
œC 3 
- Vậ ý =2 
L NI Ti 
' & 
(h.187) 


Vì ABCD.A'BC'D' là hình lập phương ` 


4^Ï2 (2 là cạnh của bình lập phương). 
Dễ thấy thiết diện là tứ giác MNPQ, 
trong đó M, N, P, Q lần lượt là trung ,. 
điểm của các cạnh AB, AD', DC, ` 
BC. Do ABCD' là tứ. điện đều. nên 


: BD' LẠC.. . TH TEE 
Vậy tứ tiệc MNPQ là Hình vuông - H217 
' ĐÓ 
cạnh bằng KP - Từ đó S/Aro = cac 


2:4 


Chú ý ý. Có. thể chiếu tứ giác MNPO xuống mặt t phẳng @BCD) theo phương ' 


chiếu A'A4 được tứ giác A⁄ 1L ¡P¡Ó¡ trọng đó: My, Mụ Pị, Ó¡ lân lượt là 
trung điểm của A8, AD; CD, BC và 
z2 
_vngo = ŠM,NjRO,. 2Š cp =. 
Nếu hình lập phương ABCD.A'BCD' được thạy bởi hình hộp chữ nhật với 
AB =a, BC = b, AA' = c thì thiết điện thu được vẫn là tứ giác MNPO và MINPQ 
là hình thoi có độ dài hai đường chéo MP và NQ, lân lượt là ð, a. Do đó 


ab:. 
ŠMNPQ = "` 
Chú ý. Thực hiện như pHản, chú : ở trên thì 
ab 
Sawa = SUảnhg, ° 2 Šxao = ho 
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HẠ, Ạ. 188) 
a) Vì AB // A!B' nên góc giữa C ,B và.AB là 
góc giữa C¡B và 4B. Dễ thấy AC dc BC; nền 
AC¡B là tảm giác cân. Từ đó ABC, < 907. 


Vậy. góc giữa AB và %C\ là ABG  : Gọi M là 


trung điểm của AP thì ˆ 
- MB= ? BC Ti MP LMCI: 
_ MB 1- 


Từ đó ÉBA BA = : ' 
6 cosGi G8 ...n ca Hình 188. 


: Cũng từ kết quả trên, ta có (C¡MC) Dụ AB và C,MC là tam giác vuông tại € 
nên sóc giữa mp(C J4B) và (CAB) là CỊMC... 


G nh 
PHẾ), Vi 


Ta có' tan ùG,MỂ = =—¬= = 
- Vậy GMC = kho hay g sóc giữa tnp(C,ÁB) và p(APC) bằng. g 308, V, 


sẽ, 


b) ABBA' h hình vuông. Dễ š thế CA= -CjB= CủA'= cư sa 
-_ Khi đố Cị O+AB, C;O +LÄB (0= -A'B AB). : 
Vậy C¡.ABEA' là hình chóp tứ, giác đều. 


b c) Trong mp(M, CC) kẻ tia Äz sao cho. GM: = ø thì ki bài chính là 
mặt phẳng Œ) phải tìm. 


— Nếu 0°< ø< C'MC khi thì thiết diện Bị tam giác Qui (h.189). 


“Khi đó Š4øw = 2ÁB.MN 


St MN= MC Đ a3 l 
. €OSØ-, 200SØ -- 
a x3 
VẬY Šaøụ = 4cosợ` 


`... 1 `... 


Từ đó SABEr = 


Hình 189. THỊ HA Vớ S *Ốh SỤ __ Hình 190 
- =Nếu lojTro 'C < @< < 90°° thì thiết điện là hình thang cân ABEF (h.190)... 


Khi đó - _ Špr “ Šq By ~ SpFN- An ht 2> ý HH 1 
An À 2J3.. SW SÃ) _. cˆc 
Tả có . ĐABN” 1cosø 5... .ẽ.... 


 JT (Ï ¿ (xe. để se ¬] -kEmme-5Ÿ 


“ÌNg 


Suy N€ 


(sẽ: | — 3in2ø - 
——tanø|- : vàn 


222J5,Gl5ung— 2) -- 


4cosở 3tan? œ 


Vậy -Sprw =: 


Tả „_(Êmø+ 2Ÿ 


_—. 3ian2 ø_ 


Tà, cn (eBsne- 4)= a2v3 `. 


_ 12tan2 cosp “ÔNG: sinØ 
¬ Nếu ø= sự thì thiết điện là hình vuông ABB' 'ẢI. Khi đó điện tích thiết, 


điện bằng đ”. 
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§5. Khoảng cách - 


56. (h:191) 
._) Học sinh tự chứng minh. 
b) Gọi Ó là điểm cách đều các đỉnh 
A, B,.C, D thì @ thuộc đường: 
thắng JƯ. Khi đó ØA = OD. Điều 
'nầy ' xảy ra khi - và' chỉ khi. 
1À? + ÌQ? = Ó72: + JD2, đặt 1O = HIỂU 
- ta có đẳng thức : 


 R (aÊŸ : h. 
Tế (a3 sẻ —..___ Hình 19] 
= Ta ở | 
=.a. 


Như vậy, khoảng cách từ điểm Ó đến mỗi đỉnh của tứ diện.ABCD bằng 
- _... vậy 
: TH na 
_ 8T. (192). 


a) Gọi #ƒ là trung điểm của AB bo MA 
NH JJ SA. ¬ 
Do $4 L (ABC) nên-NH L (ABC), từ - 
đó NHM = 90°. Vạy 

_MA? =NH?+ HM? 


— SA2- BC? 


2+ 
“tac rX = 202 + 2). 


đình 192 
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58. 


59. Ung 
. #9) Ta có ŒD' L .SAD). nên ˆ ˆ 
_ (CDA¡):l:(SAD).' Từ đó, ' khi kể 


._ thìỚA = ÓC, OB = OD. 
X8 = ỦY S7CR-<:ÈÐ nại” 


Vậy $AC là tam giác vuông tại $. : 
b) ẠC.LBD 


Ta có 


(Œh.193) 
a) Gọi Ó là giao điểm của AC và BD 


ABCD = ABSD, từ đó SO = QC = ÓA. 


} = BD L (SÁC), 
.§O L BD VI 3 


từ đó (SẠC) .L (ABCĐ). 

Vậy nếu kẻ đường cao SH của tam - : m -.— 
giác SAC thì SH 1 (ABCD), _- — Hìm 193.” ¬ 
SASC Í ax” 


' LẠC, _ Na? +x : : : 


đo đó 4Œ: mp(ABCD)) = sH= 


q. 194) 


ta 


đường cao $H của tam giác SA¡D thì. Âu 
SH Lmp(GDAI) `. 
và _ SHW=d(S: mp(CDA))). 


~-h 
m 


VÒNG 
SHAID= 2â B To 2 


A.D= _ ai = c - 5. _ - b lôi l 
Có 1N W2 4+” —_ Hình 194 - 

số a2- Ẫ š 
Vậy SH = S— _. __ 


2ã TS. 


-_ b) Kẻ qua Ð. đường thẳng song song với AC, cắt ¡Hường thẳng 4B tại P', khi 
- đ6BD= a2, AB' =a, SB' = a|2, SD = a|2. 


Vậy SB.D là tam giác đều. Gọi 7 là trung điểm của SE thì 


DỊ= _ „§PB".L (AID) 
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60. 
-. 8) Dễ thấy A'CÄ= -609: 


: nên.AŒ = = a3. 


_ chính là Ä'A. Mặt khác - 


_b) Ta có BB' /ƒ (4AC) và BO L (AAC) với —ˆ 


trđó  - (AID)1(GED).. 
Vậy khi kẻ đường cao AK của tam giác. AID thì AK là khoảng cách từ A.. 
đến mp(SBĐ). Mặt khác TH j (SB 'D) nên.AK 'cũng là khoảng cách giữa 


- C và SD. 
tacs AI = S, 4p - 4. 
Vì AD L (SAB) nên AD _L AI. ấu 
. cua, x. 

: : : : ã 
vn ÔN EHĐE. =- SH 


= 


Vậy khoảng cách giữa AC và $D bằng ——- 
(. 195) 


Do ABCD là hình thoi cạnh ø và Ầ= 609 
Đường cao của hình hộp; ABCD.ABCD' 


AIA = ACtan A'CA Cả: Su tan60° si 


O là tâm của hình thoi ABCD (giao : =. 
điểm của hai đường chéo). cau  ¡ Nìh195 


` Kê OI /LAA' và kẻ 1 /BO thì dễ đàng chứng minh được j7 là đường 


vuông góc chung của BP' và A'C. Khoảng cách giữa hai đường. thắng BP' 


\àÁC chính là BỌ. Mặt khác BO = 5 , 


Vậy 4(BB Y .A(@)= 


Chú ý. Có thể tìm Ba đường vuông góc chung của BB' và A' ClàJ q;J 


' lần lượt là trung điểm của .4'C và BB. )'bằng cách xét Tứ điện AB 8C Có - 


AB'= BC =a, - 
AIB= BC =4d2 + BB?. 
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. (h.196). : ' 
a) Gọi H là trung điểm - của AØ-thì 
SH 1 AB, từ đó SH L (ABCD).. Vậy 

- khoảng cách từ $ đến mp(4ABCD) là 
8, đó là chiều cao của hình chóp: 

Ta có SH= HCtana, 


h š 


? 


Na 2 h) 
mặt khác HC? = BH” +BC2-= So 
-hay' HC=-—— Ai ồ —M C 
_vụy hinh TẾ Ha Hữnh 1 196 


b) Gọi K là trung, đến của CD thì cp +: (SH), từ đó (CD) 4 -L @HK). 


Vậy nếu kẻ đường Cao HỊ của: tam 'giác SuK thì! là khoảng. cáchtừH -- 


đến ĐC 'Ta:có 


c) Vì ŠSH và CD cùng vuông góc với BC. nên sH, CD. song .song với mặt 
phẳng trung trực (R của BC. Khi đó 


q®)m (ABCD) = MN với D ni CD và M, Ñ lân lượt là trung ( điểm của 
BC, AD. : h 


@®&a (SH) = EF, EE II SH, E là trung điểm của MÀ. 


@&) (SCD) =PQ: Mã đi qua điểm F và Po Ụ CD. Thiết điện MNPO là 
hình thang cân. 


_ Ta có Sưypg.= Dành + r?9). EF 
1 nh 2 „. 
=3 2]. 4- 

Ộ u25 : 


Km r7 
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__- 62, 


` thiết S/Ä = 60%. 


(Œh.197) 


a) Vì ABCD là hình thơi và BẠD = 1209 
nên ABC là tam giác đến. Gọi 7l1à trung `: 
điểm của BC thì : : 


BC L9)... 
Mặt khác SÁT là tam giác vuông tại A 
nên SƒÄ là góc giữa mặt phẳng (SBC) ` 
và mặt phẳng đáy QABCDY. Theo giả 


Tacó `. BD2+ AC? =A4AB? -' : 
mà AC =ABnên' ` ch 
BD._ a ca M3. a 
=——==—-— —-ÁÏ=-—-.—=_— 
v43 V3 v3.2. 2 
Vì SA 1 (ABCD) nên Š4 là đường cao của hình .chóp S.ABCD. Ta có 
_SÁ= AI-tan60. 
Vậy vn _sá= SN, 


- b) Ta có 8C L (SA), từ đó. (SÁD. L (SỞ). Vậy. nếu kẻ dường cao AH của 


63. 


tam giác vuông tại È, do đó SDE là góc . 


_tam giác SAI thì AH là khoảng. cách: từ A đến TÚ nh Xét tam giác 


ly Anh, ta có 


Vậy khoảng cách -từ-A. đến `mặt phẳng 'Rể 
(SCB) bằng vế & 


(Œ—.198) 


a) Gọi E là giao điểm của, đường thắng qua D, ' 
song song với AC và đường thẳng qua A, ˆ 
SOñg song vớt 5C thì AED và SED là hai 


giữa SD và AC. 
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_'Đặt ĐE = at ˆ 


3 a 
Ta 
- ED b 
: 2 
¬ l 22+ 4k? 
- hay tanœ = p 


b) Vì AC Ụ (SDE) nên 4AC; SD)= = 4A; (SD.)). 
Do DE L GAE) nên (DH .L (SA). 


Vậy nếu kế đường cao ›Al của tam giác vuông SAE thì AHlà Hóc cách ' 
- giữa AC và 5. 


Ta có ˆ' -= Tn: ki uss2n0HÁ1 
bọn ni nã 
Vạy Khoảng cách giữa ÁC và sb là AH= =——ễ - 
M'ELHI 
ST, Gọi ï là trung điểm của AC thì BẺ F2 (SDD. 
Do đó .3@C ; SD) = á(C; (SÐ)). 
“Ta có ___ ĐĨ + (SẠC) nên (SĐ)).L (SAC).. 
Vậy khi.kế đường cao CK của tam giác #C th CKlà khoảng ky: phải tìm. 
ó _#h œ1 PT 
1... uc” la Ÿf= 2 2+b 
-bh. 
niên : CK= ——“— . 
3 lay? +”? ° 
"hay - "` CK g3 : 
ch vi X4? + b}. 
Vậy khoảng cách giữa BC và SD bằng DnXÊẾT 
V4Ù2 +2. 
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64. (h.199) ` 
“1; .. 8 ệ 
Dễ thấy ACB là tảm giác vuống- ' 
tại .C mà %4 L (ABC) nên 
CB = 90°: Tam giác SA4B vuông 
tại A, tam giác SCB vuông tại C, 
. mà ÿ là trung điểm của ŠB, từ đó 
- AJ = CỬ. Mặt khác IA =.IC. Vậy 
1J AC. Từ đó, J7 là đường vuông, 
gốc chung củá AC và SP khi và . 
'. chỉ khi J$= IE. Xét các tam giác 
vuông. SAI và BCÍ ta thấy IS = IB 
- khi và chỉ khi %4 = BC.. 
Vậy điểm C thuộc đường tròn đã cho sao lo BC= ? thì J là đường vuông 
_ gốc chung của AC và . Chú ý ý rằng: có hai điểm C như vậy.: 


Hình 199 


Cách 2. 

- Xết tứ điện ,SABC với H Jlà tìng điểm của AC, S, ta có JJ là đường : 

._ VUÔng gSỐC chung của ÁC và S khi và chỉ khi ŠA-bằng CB và $C bằng AB... 
_ Xết các tam .giác vuông SÁC và ACB' Tả có các ging thức trên Xây TA. sả Và .. 
chỉ khi SA bằng BC.. : : : 


Dễ thấy đ(A ; _mp(SCB)) = EÁCi, trong: đó A(Œ là đường cao của. 2 tam giác 
vuông, SAC.. _ 


Ta có 2ACr= siác Đ 


mà - AC= V4R?—j”,SC=2R. 


`. 
“Từ đó, 1a có AC) = an 
65. a) Cách 1. (h:200) 
_`_ Vì &cag = Spp nên CB = ĐÁ) (CBị, ĐẠI. 
tương ứng là đường Cao của các tam „ 
'giác CAB và DAB). Từ đó! CA = DB). 


` Hình 200 
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`, đóEC'=ED. 


Nếu Ai =Bị. : 
_- Xét tứ điện AiB;CD có AjC+ BỊD, CB = VĂN nên' đường vuông góc 


chung của AiBi, CD là đường thẳng nối. trưng điểm của Ai) và CD; hay 
đường vuông góc chủng của AB và CD-ỏï qua trung điểm của CD. 
Nếu 4¡= Ö¡ thì kết quả là hiển rhiên. ` 
Cách 2. (h.201) 
` .Kẻ các đường cao CBụ, ĐẠi tương ứng của các-tam giác CAB v và à ĐAB. Xét 
mp(P) vuông góc với 4B. Gọi J7 là đường vuông 'góc chung của AB và CD. 
thì j7 // (P), CB\ // Œ) và DẠI ⁄/ Œ). 
- Chiếu: tứ diện đã cho : 
lên (P).thì các điểm A, 
-B,Ai, Bị, cùng có hình 
chiếu là E. Cácđiểm 
C,J, D lần lượt có hình - - 
chiếu. là - €, J1) ¡ 
.Dễ thấy thuộc CD,- 
EC= . CBị, ED = AID, từ - 


Mặt khác do JƑ 1 AB và 
1J L CD- nên suý - Tả : ưn 
` EƑ LCP. Đã: A: Hình 201. 


- “Như v vậy CEP' là tam. giác cân tại E và nhận EƑ' là đường cao, từ lời 
J⁄!\{'=ửD. : 


Do vậy ƒC = 7D; tức là đường vuông g góc chùng của AB, CD đi qua trung 
điểm của CD. ĐC ` 
Đb) 'Vì bốn mặt của tứ diện ABCP có diện tích bằng ni niên Scag = Š AB vă 


Spcp = Sacp- Do đó theo câu 4) thì đường vuông góc chung. của AB và CD 
là đường thẳng. /7, trong đó, và 7 lần. lượt là Ty điểm của AB và CD. 
Khi đó ÁC = 'BD, 00m AD.- : : 


Tương tự như trên ta có AC = BD và AB = Cp. Vậy ¿ ABCD là tứ 'điện có 
_ các cặp cạnh đối điện bằng nhấn; tức là AB = CD, AC = BD, AD = BC. 
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66. 


- với DB (N e AC) thì MN L (SAC), _ 


61. 


“thđó - (SAA)L (BC). 
_, Kẻ đường cao AI của tam. giác SAA) 
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mp(SAC) bằng MN..Dễ thấy - 


b) Ta có JO // SA, 


úœ. 202) 


3) Gọi Ó là giao điểm của AC và là BD- $ 
thì DB..L (SAC). Kế MN SOng song ` : 


do đó khoảng cách từ #⁄ đến 


lr= > 


AM _ x. 
j25£ Nó: 


MỊN = 


È 


Hồ 


do SA 1 (ABCD) nên JO L (ABCD).  Ð. —”” C 
Do7H.L 1C nên HO L HC (định lí DIỆC, nh 202 


ba đường vuông sóc). Vậy OHC = - 000, tức là H thuộc đường tròn đường - 
kính ÓC nằm trong mặt phẳng, chứa hình vô ABCD. 


(h.203) 
a) Gọi A¡ là trung điểm của BC thì. 
BC L mp(SAA)), và 


thì A!.L (BC). Từ đó, khoảng cách . 


từ A đến mp(SBC) bằng AI. ` - 
'Ta c6 AI = BE C4 “—: 
SÁI 3a2 : : _ 
LÀN ng 
ng ` Hình203- 
: Ẻ ab43 ` 
- Vy AI=--SS... 
`-.“. +47 


Đ) Vì jï là trực tâm tam giác SBC niên #J thuộc SẠ¡. Do (SAA¡) Ă+ (S8C) và 
1z _ (SBC) nên Hz nằm trong mp(SAÁ¡). Gọi :K là. giao. “điểm của #Jz và 


AÁ,, 1a có,KH 4 (SO), bH 31 §C nên vn, 4k, sC- tỆnH: lí ba đường 
viện sóc). : 


. 68, 


a) Góc giữa AC' và AB bằng 90°. Vì « 
-_ AŒ viông góc với (A'BD) tại trọng 


- Mặt khác SA L (ABC), BK + SC nên BK L ẠC' (định Hì bà đường vuông 


góc). Như vậy K là trực tâm của tam giác ABC.. 


Vậy khi S đi động trên đường thẳng Ai vuông góc với mp(ABC }thì đường. 
thẳng Hz đi qua điểm cố định là trực tâm K của tam giác ABC. 


(h.204) 


tâm G của tam giác A'BD.và ABD là 
tam giác đều cạnh 2x2 nên 


JÁC';A)~o1~ S5. 
b) Đặt AM = BN = x40Ệ Xa, 
—AN? =a?+xzˆ 
Yêu ing 
` - AM 4 d2 ty, CS s. TÊN : Ề 
-SuyTa . AM =AN =AP. n Ai HAI nu lo Hình 204 s 


Mặt khác - 
` "NP?”= = NC?+ CD? +DP?= d~ l +ựi Đua, 
NMP = NBẺ + BB” + EM” = x” + đˆ + (4 — XI”, 


Tương tự, ta có MWN = NP = PM. 


_ định là AC": 
_ 69. 


Do đó A.NP là hình chóp đều. Khi ấy đường thẳng nối.A với trọng tâm 
tam giác MWNP sẽ vuông góc với Inp(MANE). Tương tự như | trên ta cũng có 


. đường thẳng nối C với trọng-tâm của tam giác MNNP sẽ vuông góc với 


mp(MNP). Vậy. trọng tâm tam giác ` 
MANP luôn thuộc đường thẳng. cố. 


(205) 

Dễ thấy thiết diện là hình bình. hành 
PORS. Mặt khác theo giả thiết - 
CDL (AHB). nên. CD LAB. Vậy ` s2 
PORS là hình chữ nhật.. 

Kẻ HE L AB thì HE L (PQRS. Kẻ JK J/HE. 
thì 1K,L (PORS. Do AB// PORS) và. 


: 4: Xà đnên JK= LA `" Hình 205" 
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Tacó  HE= AHHB -_ vẠB BH .HB 


_ AB. AB 
ax15 : N 
42. : 
Tacó. - „5L K-.. 
Tu sIE.. IBH:,. CP : 
HÀ ` đa ¬- ` 
n ` : 
TẾ: TEBH „ In N24. 
Thy : ca X5. 
aa....  - EH:. (HB~ T 
Mặt khác - AB" HB— HRB ` D 
đai #5 ABUIE— I8) _ *2 TL Ti 2y. 
nu HH. "15 
_ Vậy. %ee . 442 24): 
70. (h. 206) n ND) 


Xét œ) làn mặt ming nh một Lượng chéo, -chẳng bạn nông chéo BD" của 
., hình lập phương.. s 

Nếu (P) chứa DA' thì thiết diện có diện . T viện 
: tích là đ2-/2. ï Ð H  àềt 


Tương tự, nếu (P) chứa D'C' hoặc 7D - 
.thì thiết diện cũng có diện tích là 
-a242. xã 

Ta xết (ŒP) cắt AA' tại điểm 3⁄. Gọi Ó là 
tâm hình lập 'phương thì 4Ó cắt CC tại N. 

Do đó. thiết điện của hình lập phương '-. ˆ. 

khi cắt bởi (P) là BMD.N,. đó kí hình 

bình hành. 

Tả có 


Hình 206 


Spupuy = BD'MK = d.MK 
(2 là độ dài đường chéo của hình lập phương). 


194 XP : b b h = - „ 18B « BT HÌNH HỌC TNC - 


} 


Vậy Ssup„y nhỏ nhất khi và chỉ khi M4 nhỏ nhất, tức MK là đường vuông 


- góc chung của BÐĐ' và ẠA. Dễ thấy OMo là đường vuông gốc chung của 


BD' và AA`;trong đó bc là trung điểm của AA', .w bằng 


` 


zÝ2 . Vậy lúc đó 


AE „2 2%, 


: Snupk= 8 


: Chú §: Khi Œ) cắt A'B' hoặc Ð'C' nà cách g giải quyết bài toán cũng như trên 


¬a 


và ta có điện tích thiết điện nhỏ nhất: trong trường hợp ‹ đó cũng à 


. 2B. 


Dễ thấy 


Vậy nếu (P) quả đường chéo BJ' và qua trunờ điểm một cạnh của hình lập 


_. phươn§ không đi . 80. Bvà D,thì điện, tích thiết điện H. nhất và có giá trị 


71. 


26, 


bằng, 


ỄÏài tập ôn tập chương II 
2) Đặt AAi = ä, AB = b, AD =ẽ. 


_ P là giao điểm của mp(CMN) với đường ì 


". Ta.có các điểm 'M, N, C, P P thuộc, 


_ một mặt phẳng và P thuộc đường. thẳng 


thắng BịC¡ khi và chỉ khi C, M,N, P thuộc ˆ, 
ĐC, 


một mặt phẳng nền tồn tại các sỐ #, 9, z 
sao cho 


cân 3m LÔ, cnụo gÊY _ 
và ° AP=xAM+yAN+2AC. +... Hìh207 
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_ =sa+[Š h :+|š £ z)È Tin Ề v .® 
Vì P thuộc đường thẳng BC; nền BịP = /B¡CI, 
từ đó ` -- -ÂAP=b+ä8+t. lái T : x-, 
ˆTừ (1), (2) và do 5, bể không đồng phẳng nên 
vy =1 ÿ z 
¬.- thờ 
| 2+z=i 
Kết hợp (*) và (**), ta có 
"í n 
Ả-- 
>+z =1 
s+z = 
x+y+z= 
`. 
= z=-x=— TT~x=l<€Sx=-2 
=) 
>- TH i0, 


Vậy g giao điểm của mp(CMN) với đường thẳng BC ¡ là điểm P xác định bởi. 


BP =ŠBG. 


Tưởng tự như trên, nếu gọi Q là giao điểm của mp(CMN) với đường thẳng 


B¡D thìtacó - x‡y+z=1, 


và c.. -` 4O =xAM + yAN + zAC. 


=sz+|3 +zlồ+|Š+z|E 


196. 


Mặt khác : 

AÖ= 5+ä+1R =ã «B +iCã-~ 2+Ð. 
=Œ~3ã+0~/)8 +rể. 

Ta có hệ phương trình sau 


y=l„f VỔ 
=—=y+z=Ô0 
ễ+z=1ei 2 3 - 
)  ©®@4xt+y+z= 
Z+z.£ 
“II NG Z+2+2z =1 
JEN, The me) 
x+y+z =1 h 
=> “"“. nan ` 
= x2" Ko ;.3i 
sư ý : „97 su : SP Qj 
- Vậy giao điểm Ó của đường thẳng Bị Ð Ôn tàn được xác định bởi 
Tin Vi, l9 ang1e8., ng Ca : 
: BỘ =ŠBD. 
lạ b) Từ kết quả câu a),tacó  - - .. : 
| mg 
—=.4 2.4; 55 : 
⁄ AO= Diên 40-06 
- 72. (h208). 
Đặt AA' =ä, AB =b,AC =8. - 
Theo giả thiết, ta có 
3a SỈ Tran 
AÁi =8 BBị= ` cm 
Ta có : : l 
CA; = CÁ + AA; 
Sä-ẽ 
=jấ 8; 


-ABi = AB. + BBỊ ' 


— 


= -8+ bà 


Hình 208 


197. 


-B!C,=P'A'+ A'C' +ŒŒ 
=-38~B+ế . 
Vì7 thuộc CÁ nên CỈ = £CA; = mu —Ẽ. 


Do 7 thuộc A'B¡ nên A'7 =/„A'B, = -5 mã +ìmb. 


_ Mặt khác ' M=KC+CA'+AJ 


Si ki RA 62 
= - đã + tổ + đc - mã + mb 


~Ð _.. +mb + ức = HE, 


- Ta có ° 1JIUBC¡ ©  =kP'GŒ 


“.-. `... 
TT it cac TH 00001 gì 


3 


—.. ng 


ˆ›. Vậy điểm ï thuộc A¡C. được xác định bởi Cỉ < 2C Sêt 


_ và/ thuộc 4'B¡ được xác định bởi A'7 = 3A5, : 


”...a.. 
D9000106171 2582) 
(h.209). 


Lm. 
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'tương đương, với có các số x,'y sao. b5. 


MN cất Po nên các điểm 1, N, P, 9Q. 
cùng thuộc một mặt phẳng. Điều này ˆ 


_MP= = xMN + vỏ. 


Đặt ĐÁ= ä, DB 4B; ĐỀ sề....o 20 0223 ấn 


Khi đó - MỸ =2(Đ+ BỘ), 


2. 
Tơ . - "=äcä~B+#) 
: ME R TH. : 
tố II N0 


= ï26-7 ĐC sa BỊ 


hộ 1 
Ẩn Ĩax ma sức 1] 
#15 ỡ 
20-92 
MÔ = MB + BỒ 
1 


_=20~8+fCỗ+8) - ` 


| =-gẩt l§z rÌễ tHỂ: : 


Từ đó ta có MP = xMN + yMO 
ke T1. 
5IE<1)c ,2u số” 


0 =3 tÐt 


DI Co. 2k 
VN EÌP-RSIESD ND Nuồi 
se : 
Nơi : 


"198. 


74. 


_ mặt phẳng khi và chỉ khi có các số mm, „w đề 


Như vậy BỘ = = = xe106+ 0Ö 
= ÍI-gŠi]Pd=r ¡øe 
© -BB-kốc 
=° e=M 


Cách 1. (h.210) Đặt DẠ =ä, DB =P, 
DC =£ thì ä, b, ể không đồng phẳng. 
Các điểm Ai, Bị, C¡,-D¡ cừng thuộc một : 


ĐyBị = mDjÀy +nĐC. 


T1 va C €Ị, 
Từ hệ thức_B,B = k,C, ta có. : S ẠU 
Ơn ếP lu go â Ê Hình 210 
—_ D.B— kD,C S3 ng 
Khi T=E Xa : 
=c=_DD+D8- :Đ5+ Bồ). ¬ ly &- 
hay _ ĐựB = NHI NI gen ST ng) He: 
ˆ Mặt khác LLUˆ kĐẢ = tỮNB + ĐÁ = DB- TT 
AWã 3c TDg Tông  cc ` 
sỹ $ VI KE c1zE' lrk” hs n V 
_Tơng tự như trên, Bất: 
Ty ĐẢ- KD? - DĐ + DA = kÖ¿ B8i Ì 
Tên ThnG 7E ¡E 1—k.- 
¬—....a. 
` __—_ 
"“—~¬...... Tứ lí & Tin g 
hay ĐẠI = I-r2 ~T-g? l : | 6) 
Để, - ĐC ~tDD _ Bổ + BÉ" KD ng. 1 ể 
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ng... 


N0: S1 SN , Ê ì . 
Km cm co | @ 
Từ (), (2), (3). 4 ta có các điểm tạ Bọ C, Dị cùng tHiẾC mặt phẳng khí - 


và chỉ khi 


_ dođó Đỗ = 


_ 


ka+b— Kể = (mk + nk + m)5 ~ mỗ + nễ, 


Do 3, 8, ể không đồng phẳng nên đẳng thức trên xây ra khi và chỉ Khi có. 
các số mm, n để 


1= ~mk 
~k=n 


Điều đó tương đương với & = ¬1 = Ẻ = h hay, k?+ lở +k+1= rŨ bạ CS: : 
Vậy với k = -1 thì các điểm Âu Bị c 5 cùng thuộc một mặt tphẳng 


__'Cách 2. Đặt ĐÃ =ä, DB= B, DỀ =ẽ. Tìm k để các điểm A, -B„, GP 
Dị cùng thuộc một mặt phẳng tương: đương với việc tìm È để có biểu diễn 


_ ĐA, =xDB, + yDC; + zDP), với x+y +z = 1. P ¬ấ0D1)Y 


Từ hệ thức 4;A = “. bí cổ : 


Độ he, (uẾ ĐH) 


ề Đã =r^; `. ^ (2 


Mặt khác từ 'Gể= kG@D ta có. 


Gö+ Bế - tQÿ = Bế, = ".. : '@^- 
Tương tự từ DỊD =kD,Ä, tạ cũng Có. 
. T7 n6 Na na .. 
DD=z—ä. . ty m 4 


x...ẽ.... 


-Từ (1). (2), (3), (4), ta suy ra 


_ ĐA = ~+PÐ, —kÐB, ~ lẺĐG. và ®)- 


ï Từ @) và ®) ta có các. điểm m Bị, Œ. » cùng thuộc một mặt jã khí 
và chỉ khi l 


TH Ê SI &Ê + +Er1=0 s#>+1 


Vậy với k=~1 thì các điểm SÁU BỊ C, Dị cùng thuộc một mặt phẳng. : 
75. si Nhyệt 1. gói bổ) là giao điểm của AC và BD Ẻ 


- MA? + MCÊ šốy 7£ Tại 
s ' 2 
MB? + MD” = 2MO” + = : 


ˆ Vì ABCD là hình chữ nhật nên AC = BD. Vậy MA? + MC2 = MB? + MD2. 
- Cách 2. MA? + MCP = (Mö bể nẺ +(@MÖ+ 067 : 


AC -2MÔ. +2MÔ. (0Ä + 2Ó) + GÁ" +0ể” 
l _Ì=2(MO? + 0A?)(do ÓA =ÓC, OẢ + OẺ = :Ổ). 
: Tương tự như trên, ta có MB? + MĐ? = 2(MO2 + OB?). 
Vì ABCD là hình chữ nhật nên ØA = ÓB. 


- Vậy .. MA 2 + MC? = MP? + MP. 
; b) Gọi1,J lần lượt trung điểm của AC và BD; khi đó : 


MA”+MC”~ -MPP - MP? =(Mï+ 1Ä)? +(Mi+1€©? ¬(MJ+78ÿ -+7Ð# " 
.=2MI + 1A2 + IC2 —2M72 — J8? J0 ` 
= = 20M7 - : '09)+2 s(Ac? — BD?). 


ˆ_ ® Nếu ABCD Tà bình tình hành th ƒ = na c 


_j Khiđó _ thê 4 G1 
2 2 2ó : 246 -„ngufTfiit SE „(Ái 
_ MA + MCP— MB” - MP « `". .=.= 

= TC” — 8D) ˆ...-- ` Hình211- 


tức là MA?.+ MC2.— MBỄ ~ MD? không phụ thuộc vào vị trí của điểm M. 
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* Ngược lại, nếu MA? + MC? — MB? ~ MP? không phụ thuộc vào vị trí 


của điểm M thì M/2— M2 cũng là hằng số. Khi đó chọn É lần lượt là 
điểm 7 và điểm J thì17? = ¿ = J nu , suy rà —J? =:1/? ; tức là JƑ = 0 


-hayI=Jử.. _.- “ An 


Vậy ABCD là hình bình hành (21 TẾ 


:. Chú § ý. Cũng có thể sử dụng các cộng thức . 


2. 
MÃ? + MC2 = 2MI2 + có nh 
ˆ MP? + MP = 2M7?+ ch 


và tử đó ta có MA2+MC2 - M8Ê - MP? =2(0Mïˆ~ M)2):2 2(AC”~ .BpP) 


` rồi lí luận như trên để đi đến kết' W. 
76. 


(Œh.212) 


a) AO và DC- song song và khẳng nhau nên AD = cóc mà AD= AO, „ đó... 
ÓA =OC. 


_ Tương tự, ta có ÓB= ÓP. - `. 


-mp(S4ð).thì nó cắt đường thẳng SOtạiL ` 
một điểm, đó là điểm cách đều năm -. 
-định S,.A, B, C, Ð. Vì SO = 4 AO=a ` 


Do đồ ÓA = ÓB= lÓC= 0D. 


Mặt khác SO vuông góc với mp(1BCD) 
nền rọi điểm trên SØ.cách đều các 
điểm 4, B; C, D. Vì SA và SO cắt nhau 
nên xét đường trung trực của SA trong 


nên ØS = ÓA. 
Vậy-OÓ là điểm cách đệu-các điểm Ẩ, A, 


.B, C, D, Đo đó, khoảng cách từ điểm' . vi 
`cách đều phải tìm đến các đỉnh bằngd.. '-..... Bình 212 
b) Gọi M là trung điểm của CD thì OM_L DC_ˆ 


? 


từ đó. ._ CŒDLmp(OM9. -~, 
Vậy nếu kể OH vuông góc với SM thì DC + 0H, 


"từđó - - '_ÓM L mp@CD). 


Như thế ÏWSO là góc giữa SO và mp(SCĐ): _ 
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Nhận thấy TRÖ = MS. : ` 
: Cách 1. Xét tam giác SOM Vuông tại Øta:có 


a3 - 
OM ˆ 2_ 3 
ậ tan HSỐ = - tạn MOŠ = '°@ SH P0 z 
Cách 2 Ẹ : 
` 1 4 1 
Ta có Time 
. OH?- 092: OM?: S. 
1 1 1: - 4 7: 
RE 1t ni ng: 
b) aAj3 a 3 3a 
Vậy OH= SN 
: -#e2_ OH .— 7... Ý21 
Do đó sin#So SƠ hai ng 
sềP Vậy / sóc giữa SO và mặt phẳng ""ẽ 
BÀ” DI Ha T4 gà tê đy vế 


_sinz= số 00: <z< 90%, 

77. (h213) : 
Giả sử Ở là tâm của tam sip 'đêu, : 
Từ SA = $B= s nên SH L . 
và S4H = 60°. 


Giả sử mặt phững Song song với SA,. 
_.CÐ và thiết điện thu được là ng 
`'vuông M4NPO. . : sẽ l 

. Khi đó, nếu kí hiệu cạnh hình . Hình 213 
vuông là x thì Sa ' : 


Ảo cốc 
SA! (CS ... : bà 
'BC “$Ẳ N |  :.. 9 


20M” 


Từ (1),(2)suyra `.“ 
âm? cÌ" €0:øs SẠ 


Sĩ "ĐCJ”: G§... 
3y SAẶC. -- aBC ` 
- .S4+8C. 4+ BC 

“Mặtkhác  - HA = SAcos60°= E : 

mà To Anh 

Suy ra B ca 

Từdó6 Ti in 443 =. -48). 

: Tàn v_ 2+3 vớ, 

VY Jb-BÏŸ =x22-đŸ..- 
"`. _ vn 3)Ÿ =3[2- 3Ÿ. 
v3 CT8 (2149). T ` sat s, 

l0. : 

a) Dễ thấy 8C = 

); y Bội TH 


SA Ô= S0 + A0” - 
' =4a? lào =54?. 
_§Ẽ?= §O? + OH2 + HC? 


"= 4a?+ 1622 + 252” 
z. 854”. 
sả 
3 2 - 1002? - ề ' : 
. Š Hước vn” N0 Hình 214 
Ta.có : : : 


§A?+ $È°= AC”. 

Vậy _ S41 SC.. : 

+ Kẻ AD song song và bằng BC đu tia ADP, ,ĐC cùng chiểu) thì g góc. giữa Ñ 
AB và $C chính là góc g giữa CD và SC, đó là sc5 hoặc 180” — §CP: 


. Dễ thấy SA L BC, ảo AD /BC nến SA kỆ AD, tức là tam, giác SAD vuông. 
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Dođó .SD?=SA”+AD?=5a?+ "—“. : 


mặt khác SD = SG? + DC” ~2§C.DŒcos§CD 
¿11522 _854” 1004” _, 2.485 104 - 


nên fa c + 191, GB Nụ 
. 3... 3. `: 3 
> cosSCÐ =—: 
l 2N85 
Vậy Sóc g giữa ÁB và SC là œ mà 
: 7 
-COSđ=——- 
2485 


b) Do (4 +L ANH, SỐ + AH và BC L AH nên §SO và BC cùng song song với 
(2). Khi đó (2) (ABC) = MN,MN qua Ï và MN //BC 


(2¬ SOH) =1, 1J7/ SỐ 
(2 '(SBC) = P0:PQ qua JvàPQ // BC. . 
Dễ ty MANPQ x hình thang cân với chiều cao J1. 


"- Ta cổ HS 380 =4... 


79. 
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: 5đ. 
PO =— =—=- 
T0~3ÐC Mộ V9 gi vàn, 
ẤN _ 34... uy _ 1043 7„' m. 
“ae “âm TA KP =2243. 


_ 11x8hÿ Ra Sưing =2, (MA + PO)1U 


5đ 112? 
=3(snð+ v3 Ÿ}** : —H. 
Œ.215) SMS : 
4) (P). cất. (ACCA) Tiện giao vàn 
đi qua Á 4S DU Sóc với AC. ....-.` 
Do: AA'=h >ÁC E x22 +? nên: giao 
tuyến đó cắt CC' tại Cụ C¡ thuộc cạnh CC... 
Mặt khác (P) cắt (ABC). theo giao tuyến 


"x...ỉ 


vuông góc với A'C, tức là giao tuyến đó vuông góc với ẠC, giao. tuyến này 
cắt.BC tại 7..Khi đó ƒC cất BP' tại Đị. Thiết diện là tam giác cánh F 
b) Tính điện tích thiết điện 


Dễ thấy ø= CAC, l góc giữa (®) và (48C); ngoài Tả bì 10w AA' AA'C, 


h 
COSØ = 


4+7 ¬ 


- Ta có - “Siac5 SE 


Khoai _.. = 2 
LP 
cƯƯỚN, _ E>: =2 a + + 


Chú ý.C Có thể tính: ABC, bằng cách: tính P Ten và à đường cao BH của tam” ki 


ủ giác đó. Dễ thấy BỊH: song sonb với BK, trong đó BK + AC vĩ YBU) và BK 


cùng vuông góc với (ACCA). 


Đ55n ra Bi = .BK= 


Tu. | | 
Vai teế. đà vộ : 
— A'CÁC: _#E + SH, 


AAÁC o AACC, = AC, = Ê CC "¬—— 


- Từ đó, tính được điện tích, tam giác Kê BC 
80. 


Œh.216) 


„ 4) ® Gọi kla trung điểm của a AB và H là tầm. của hình vưông, sABCD. Khi là 


căng bằng ở và nợ = Ề `. 
Z ". 


¬ ® Khi b =2 thì góc tạo bởi mỗi mặt... 
: phẳng chứa mặt bên và mặt phẳng đáy. A 


SHE là tam. giác vuông tại HH và, AB 1 (SHE).. Vậy góc 'giữa mặt . 


l 'phẳng (SAB) và mặt phẳng đầy (ABCD) 1à SEH. 


Đặt SEN = ø thì tanz= *(sH = hồ. 

Tương tự như trên fa có gốc giữa các 

mặt phẳng chứa mỗi mặt bên còn lại ' 

của hình chóp với mặt phẳng đầy (ABCP): Ẫ 
2h 


bằng và tánz=2.` ` - 


Hình 216 


207. 


Kẻ. HC; đ- sC thì ta có: mp(BC;D), Hà $C.. : 
Vậy góc giữa mp(S8C) và mp(SDC) bằng CD -hoặc 1807 — ñGP. 


_ Ta tính ñC;P. 
CÁ Th  , ảP - _HC.HS 
Dễ thấ HC„= 
Š thấy T Cy= — 
a2. 
—_ 2-#_ _ø2.-a' 
£ „ 6.. v3 
——+*+# 
.\ 4 
Từ đó BC? = HB? + HC? 
-4`, 2-3” 
3...3. 6 


Đặt đ= BC2D thì. 


: được xác định bởi mà cos= — "8: 


_.BD?= BC? +DC} ~ 2BC;.DC; cos2 


„ 2 
=< `... 2` Qsoasg), l Ẫ 
J1) An. 

-1=š0= can) >> co98 =1~ổ =Tg 


.- Vậy gốc: gia mp(SBC) và mp(SCĐ) là 180” = /Zmà cos2= 


Tương tự như trên, ta có góc giữa hai mặt. chứa hai mặt bên tên tiếp cũng, 
1 


b) Vì Œ) đi qua Á' và song song với: CD nên › (P) chứa cạnh AB. Do (@®ộ)_- 
vuông góc với (SCD) nên (P) chứa EF vuông góc với mặt t phẳng (SCD). 
Dễ thấy Ƒ¡ thuộc SƑ, trong đó ự là trung điểm ¿ của CD. 


Mặt khác (P) chia tam giác cSCD thành hai n mà tỉ số diện tích hai phần 


Khi ấy. thiết diện- 2 “hình chp S.ABCp. cất bôi Œ) là hình tháng ( cân 
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ABCID; mà Ôn = ặ cbs = Ỹ với đường cao Ti 


-`.81 


_ Từ đó MN có độ dài bé nhất khi - - 


Ta có. Šxpc,p, = 2(AP + GÐ). Én 


1 2a n. 
-I: ja-#m 


Ta tính ;Hm «. s. 
Vì . SH,.SH= =SF. SF = 2SFẺ 
điên 001 s1 sr? 
CC SH. 3 SH”. 
Mặt khác HE = HF; SF\ = srữ 
+ 8H. T " 
nên đễ thất ===^:› dụ. lộ 
s 8H 2: - Mình 217 
c UỆP _ SH” 2 — SH _ v6, Đyt 
ẤP c g2. 3 SF 3 
¬'....... 
Ta NÓ œ.“snšFH NHưNG: 
vậy EE,= SỐ ` 
Từ đó §„; .— 28 aj6 _ 2246 
` tử ABQD ` 3` 3 ¡ 9 
(h.218) 


a).Vì (P) L (Q), (P) ¬ (g) = AB, „ 
M c(P).MA +L AB nên MA L(O)..Do -- - 
đó MAB, MAN là các tam giác 
vuông tại Ả. 
Tương tự như trên, các tam giác 
MBN, ABN vuông tại B. - 
b) Vì MN” = MA” + AB” + BN” 
: . 
=m? +24? + 
mà 
l "`... 
và chỉ khi mí + soi bề nhất, : : 
C Thế Ý co LỘ, VD no Cân - Bình 218 


._ 14A +BT HÌNH HỌC 11/NC : ˆ : : ` S0 ve 209 


s3 E8 
Mặt khác LẠ Ly 
R TH” XY đưa Ề 
 Vậy.MN có độ dài bé nhất khi và chỉ khi 
: BE: 4. 
2 2) 
JH= —y ©m= a. 

:©), Vì (MAB) } (NMB) nên khi kể AA; vuông gót với BM tại A¡ thì 
AAi L (MN), tức Ái là chân đường cao của tứ diện ABMN kẻ từ đỉnh A. 
Như vậy Ái thuộc (P)xà BẠIÄ = 90”, từ đó ni thuộc đường tròn đường 
"kính AB trong (P). Đường trồn nầy cố định. 3 
-_ Tương tự như trên, chân đường cao Bị kẻ từ đỉnh B của tứ điện ABMN 
cũng thuộc đường tròn. đường kính AB nằm trong mặt t phẳng (@-ộ 

. 82. (h.219) 


- a) Kê MH L AD thì 
MH L (ABCD) và MH= Ÿ 


- Kệ NK LAD thì, Ý —'" 


Vậy KH=la-x/2l.' : vc : 
Sang ) Ô. - Hìmh219- 
MN? = MH? + HK” + KN?= 337 ~ 2a\|2x+ để. 
a2 


Từ đó ZN nhỏ nhất khi và chỉ khi x= ^^ - 


= 
b) Khi x = ^^ thì, 
sở 2010 bat 
c2". 3đ Là 
MỊN = 9347 
2. 2a 


AN = AD2 +'DN? ~2AD.DNcos459 = SS— 


: 210 : . n : - ' Y 14B ~ BT HÌNH HỌC T1/NC 


Từđó ˆ AN? = AM2 + MN? hay MN LAD'.- 
`. Chứng minh từơng tự như trên, ta cũng có MA L.BD- 


Ề Vậy MN là đường làn, góc chung của AD' và BD. 


:a) Cách 1. 


COSớ= 


-ỗ Tu với biếng l0 Ti 2g) 


_KhiDN= 2Ý mm. CUNG: 
NB=2ND. `. ` „ 
Gọi 7 là trung điểm của AD thì tạ có ï, N, C † 
-thẳng hàng (h.220). Tương tự ta cũng có các. ` _ 
:điểm 1, 1, A' thẳng hàng. : ì 


Xét tam giác AC ta có l `. ha : — 
CĂN, SÌM D1 So - `. Mình 220 


NC. MAT 2. 


. VẬy  - MN/AC. 
83. ANG 


(h.221) 


Đặt ø là góc giữa Dĩ và AC thì | | 

DiAC| ca. 

Nai acl 

TC 6 
|Di. jm 


gỉ 


Iriài.. Em, 


-4a2+x22J3  X3Aa2++? ¬— = 
Khi ấy ø = 60° khi và chỉ khi 
_ bz+z- ++| 


` 
_. TT 


xˆ— 84x +4” =0, Đán 


© xe a@= Ti 0n e0 3ï) 


Hệ thức trên xác định vị tí điểm 1. 


yøi] : ` 


Cách ø) 


Kê LẠ AA' Œe < AB), c7 /Drự thuộc: đường thẳng 4) mì Ho J 
hoặc 180” — -AC7 J là gốc ø giữa hai đường thẳng AC và DI với BJ = x. 

Do, Do. giá thiết góc giữa hai đường thẳng AC" và DỊ. bằng 60. nên -_ 
.AC7 J = 60” hoặc 1207. J. 
Tacó  A#= =AA2+A2s =#? +(a+zŸ 
¬.....-=‹ CỬ sử sa. 

_— Trường hợp AC =60°, ta có 


AI? =ACS+C! „= 2AC':C' J2 


hay _g 1. +272+x =.: +xŸ = 
©.x - §ax +2! =0. 
n—- x=(4- v15)4 (ì0<x<2). 
— Trường hợp AC 7 = a0", ta có k 
W. 2+ @+Sỷ =.342-+ a2 +x °eang (2 +2 . 
=' .2ax = 222 +a(5-|2 + 
= g0 3 d= l2 xua 


Điều này không Xây Tavì 0 <x<a.- 


Vậy khi x= @= 15 15)# thì góc giữa Điv và LẠC bằng 609. 


b) Gọi. :E= DF GB, 
_“#Ƒ=BE¬CC 
K=DƑ¬ÐŒ 
thì thiết điện của hình lập phương khi cát tối mp(ED)) là tứ lãnh DIBK. 
Dễ thấy đó là hình bình hành. ể : 
1 


—+2 —2 _—_ — 2 
1B`..ID —(B'.1D).. > 


Spig'K.= 2Šgp = 2.21 
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S4. 


; nu TT. 2 
Mặt khác '! ./B'` = (4“+ x“)[a“ˆ +(ø~— x}⁄“] 


và B3? =[ŒÄ + AB)ŒB + BB)Ƒ 
= (A.IB}? =[-z(~ ĐIÊ= xa -)2 


Từ đó _ "p/K£= at+ Tuy + 42(a- -y 


_= j2? +x2 +(a- Bí: 


Dễ thấy Tu đạt giá trị nhỏ nhất khi x= - 


e) Gọi ¡là khoảng cách từ C đến mp(1D), do:tứ điện CDEF có CD, CE, 


: Xi đôi một vuông gốc nên 


EIRANG:: WS lì toi ni 
hồn. Cp>. Te`  cr? 


' Mặt khác đo AD /[ BE nên -Ẩ- = cx, 
BE a-x. 
từ đó SE CÓ 
: ` R X ` 
: LẤP sửa ặ 2: 
là ° A9 bar CC uy 
: Ạ ` 
Tương tự như trên, ta có C.ƒ = -———, từ đồ . 
' N; 2$ : 
CƑ=#icsc=nee li 
a—~x “a-x,- 
koà HỆ nộ (4=). 
Như vậy +—>+ , 
z? =: z 
` đo vậy h = = : 
4la? + x?+ (Z =x)ˆ : 
(h222) - : 


2) Kẻ AK L MB, do %4 +L (8O ˆ 
nên S%K l AM (định lí ba 
đường vuông góc). 


1 F 
Vậy Sea„ = ~BM.SK. ` . 
no “ã oan... can ... 
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- Mặtkhác , BM= xb” ++” và AK . MB = 2S; = áb 


tứclà  AK=- 
VĐˆ + xˆ 
`. 2y2 
Từ đồ SK? = SA? + AK? = J2 + Si 
: bˆ+x 


Vậy Š sp = 2a2b2 +Ð2h2 + b2x?.. 
b) Với Á¡ là hình chiếu của A trên SK, dễ thấy vi L GGBM 
_ Từđó AÁI. SK=SA. 4K, 


Suy Ta A,~ SẼ AE 
: 'ab. 
¬... `: abh 
KT .AA=- EIEUIMSEIS-CTRE-TETNEST-T0N 
n ị 'Na“b“ + b“h“ + hˆx“ - Na b“ˆ+b“hˆ + hˆx 
ng va. ng 


“Khi Mfà trọng điển ĐC tì xi . 


2a2bh 


T70 66 6c. .d CNUÔNN 
-AJ4a?b? + 4822 + a2I2 


9 Vì AAi d (SMð) nên ct +55, mặt khác AD L SB, từ đó mp(ADA,) + S8. 
Gọi giao điểm của SB- với mp(ADA; ): là7 thì AI+L $B, từ độ T1à điểm cố 


214 


định và mp(4DÁ¡) cố định. 


Như vậy, điểm Ai.; nhìn AI cố định dưới góc vuông và A; thuộc mặt phẳng 
cố định (ADJ), tức là Ái thuộc đường tròn đường kính AI trong cờ Tối; 


Bán kính của đường tròn đó bằng T mà mà . 


AI ⁄SB = SA .AB- 


85. 


Vậy hình chiếu của Š trên mặt phẳng - 


. 4Ø là tam giác đều, từ đó điểm s 


' (2) L (ABC). Kí hiệu A = (2) r lì (ABC) 
- thì A cố định. 


hay s 


Vậy bán kính của đường trồn trên bằng lhê Giá, 


'2N2? _ : . D ng 


“Vì Ð; là hình chiếu của điểm vn trên nmp(SBN/) nên DĐ, // AA; và dễ nh g 
Ð; thuộc đường thẳng Ai. 


Như vậy, Đ thuộc mp(AD)) và D¡ nhìn DƑ dưới góc vuông, tức là điểm D; 


thuộc đường tròn đường kính Dï trong mp(AD7). Bán kính của đường tròn 


n2): 
đó bằng TU 
kế, 
Mặt khác 'DÊ = DA? +AI = = : 
. 2+h 
ly. cớ cấp, giản : 
22+ 


Từ đó, bán kính của đường tròn đóa -  _~. 


1 |42b2*+ 42h? + bˆh” - 
h 2 47+ ¬ 
223) \ HyÀ) 
- a) Vì AB = a, SA = a, SẠB = 605 nên: 


thuộc mặt phẳng trung trực (2 của AB 
và mặt phẳng (2) cố định, ngoài Ta 


Do H là hình chiếu của N: trên (ABC) 
nên # thuộc Ạ. : 


(ABC) thuộc đường thẳng A- cố định : 
nói trên. : : ... ..#lình 223 ` 
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Gọi 7 là NhHệ điểm của AB ta' có S= = = 


, như và, điểm § thuộc đường 


tròn tâm 7, bán kính Sn trong mặt phẳng (2) nói trên, tức là điểm S 


thuộc HE tròn cố định.. 


'aã 


b) Ta có S < $7 = BIVE . Như vậy giá trị lớn nhất của SH lẽ a3 khi 


trùng với điểm T1 


Do §Ƒ c (SAB) và I = H, SH+L 1 (ABC) nên (S4) + (43C khi §H đạt giá trị 
lớn nhất. - ' _ 


, Khi đó Zh SE .= CN, ¬e:[28Ï +€??.` 
Mặtkhác — CỈ = CA? + AI? ~2AC.AI,cos1209 
JẾ ên 2; 
mm. Si TẾ LAN 
s +Ÿ+2422= PR: 
Ề ` a2: „z2 ; 
Sản Số là, 2_ 34“: 72 _ 1047 
1n thê VI TA P®Êi DE- THỢ 
2Ó 


` hay M.-. 


e)- — Khi S%C là tam giác vuông tại điểm § thì hình Ð PHIẾU của điểm A trên 
mp(SBC ) là trung điểm K của BC. : 


sử Thật Vậy, ta có ÁS = AC = AB nên KS= KC= KB. 
Do đó, AK là khoảng cách từ điểm A đến mpGE©). 


Dễ thấy AK= ACcos60° = = 


T1... a2. 


- Mặt khác SA = ÁC = z nên $C? = AS? + AC?, tức là SẠC = 90°. 
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Như vậy, góc giữa hai đường thẳng S4 và ÁC bằng 909. 


. ®Œ2242) _ 
a) Gói ƒ = CÐ A A, J = BC na A,. 


Bị =C7 ¬ BE, Dị = CÏ  DD' thì 

thiết điện thu được là AB)C'D\. 

Dễ thấy ABC'D; là hình bình hành: 

và Bị, D; lần lượt là trung điểm của 
.BE, DD'. : 

Từ đó AÐ¡ =DịC'. 


Do đó thiết điện ABC; là hình thoi; ˆ 


. Mình 224 


_=_. = Sa | 
_B,D, = BD = 242... 
_ AC? = AC? + ni = 242 + 6a” = - 847 '=ÁC'= 2a. 
Vậy. SÄB,C'D, ~ 12/52a5 = .2a” s 
Ề b) Ta có ÁC .L.BD mà Àƒ/ BD nên ÁC  LA. 
Mặt Khát CC .L (ABC) nên AC +LA (định lí ba đường vuông sóc). 
Vậy FJTo AC là góc giữa mp(P) và mp(ABCĐ). 


ˆ Ta số an để ~ CET„ =- J3, từrđ6 AE ẾAễ - _609, 
` a 


Chú ý. Cũng có thể tính góc giữa mp(P) và mp(A8CD) ) bởi công thức 
ŠABCD = ŠApC'n, COSQ ` 

` › 2œ. - 2; 

mà „. SABCD.= 4”, ŠApc'p,`= 24  ; 


, tức là cOs@= ặ hay @=.609. : 


¿ 2112. 


§7. (h225) 
a) Vì BC /[ (SAD) 
Mc HỆ VĂN) Ấ mp(MBC) 
nên mp(MBC) ¬ (SAD)=MN 
- mà MN JLBC (N c&D). 

- Như vậy 8MẶC là hình thang. | | 
Mặt khác BC :L (S4B) nên BC L BM. 
Vậy BMNC là.hình thang vuông. 

Do đó thiết diện của hình: chớp” 


S.ABCD khi cất bởi. mp(MBC) nói „ Hình 2 TIẾP ụ5 


chung là hình thang vuông. 


ˆ Khi x= 0 thì thiết diện là hình chữ nhật ABCP, và khix= 22 thì thiết điện là 


tam giác $BC. 


Ta có Sunc= =. sức: + MA)8M 


—_ BMP: =4?+x? hay BM = Z + 


JMN _ SM R '2a- 1 2z LÀi 
¬-  .-.ẽ.ằ..eẽe. ốc. | 
+ TWđó,”.- 26g -3P + Nm x= 2.48~ Ni, +a2 


b) Do” (BMNC) + (SAP) nên khi kẻ S vuông góc với đường thẳng BM 


(1 e BM) thì SH 1 (BMNC).. 
Khoảng cẹ cách từ $ đến mp(2CA) là SH. Dễ thế 
..95HM.BM = 25s =2.2a02 —#): 


(24 — 3)... 


2 2 


Vậy - . SH= 
về _ |a“+x 
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—88.(h. 226) 
a) Gọi Š là đỉnh của hình chóp đều 
sinh ra hình chớp cụt đều A'8C'.ABC ; 
các điểm ïJ, /7' lần lượt là tâm hai 
đáy- của hình chóp cụt đều ; 7 là. 

. trung điểm của BÉ: Dễ. thấy 
HS = ø, từ đó SIH = 90° — ø = Ø.. 
Ta có H = TJ = JItan/8= JI.cotd. 


va~ SẼ _ Đổ „ —b). 
v3 


_Vạy HH= X(ø— B)eoz, 


sâu Bạn 5 5 sinø ..6sinø ¬ 
I.. ` 5Ì v(=? sỉ ˆ.-.. 
` 6sinø- }` "Z....... 
>CC = 


1+ 3sin Ø. 


T2 | 


¬ 3.5'C+ BŒ)IT = sứ +b) 


43(a—b)- x3 G5 th 


6sinz -. 4sinz.`. 


. 22 ; Ân. 
° đẽ ~8)+ X5 œ2 =5 |* _ xế +iế , 


: ?Ð” 4sinz ` 4% sinz 
89. (H227) —_. 
Gọi H, H' lân lượt là tâm của hai đáy . 
_ ABCD, A'BCD'. ï, ï lần lượt là trung. _: 
điểm của CD, CD' thì HH' = h.; ` 
A'CA = 8 ; ?m =Ø. 


` 
th =——- 
: s) Dễ ấy1T= San 


Kí hiệu độ, đài cạnh của ` các. đáy ˆ ` & 
ABÉD, A'BCD' lần lượt lầx, yŒ>3)... ° ˆ T— gmh227. 
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ánh, Tê? 
T1: : 
a6 


= hcotø 
' . ©x—y=2hca. ..- : 
_, Kê AK /IHH thì A'K = HH' = h và 


KC =A'Kcot8= heo#bay x3Í2 — SP An = hcot/8.: 


- Từ đó "đt Ủ — mong : 
`". 8v. @)- 
Từ q) và (2) ta có x = 2(42cot/ *% SỜ) 
 y= 2(2cot/Ø~ 2cota) (điên kiện vŠootđ Sê ty > đà 
- B) 6,2 = 45G + y)Jƒ' = 2aÍ2hcot 8= 


—-_ 22 c8. 
.ưẻ. 


Bài tập trắc nghiệm chương II! ` 


1.(Đ). ..: - 2.(C)` ¬ 4. (). : -5.@).. 
—6(A)...... TA) 8(A). 9. 10G) 
1L). - 12.) 13.(C.. -  14(A). - 15.(D). 


16.(A).-- 17. (A}. 18. ()., 
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4Ö 


BÀI TẬP ÔN TẬP CUỐI NĂM. 


_A.BÊBÀI s 


. Cho đường thẳng z và vẻctơ # có giá vuông góc với, đ. Gọi g là phép ' 
n thành của đối xứng trục Ð„ và tỉnh tiến T„: Với điểm M bất kì, gọi 


=F(M) và 7 là trung điểm của MAM'. 
a) Tìm quỹ tích của 7 khi Xí thay đổi. —_ 
b) Chứng mỉnh rằng Ƒ là phép: đối xứng trục. 
Cho điểm Ó riằm trên đường thẳng ¿, Gọi Ð. là phép đối xứnè qua đường 
thẳng Z, Q là phép quay † tâm Ó gốc quay ø và Ƒ là phép hợp thành của Ð_ 
và 0. Với điểm M bất kì, gọi M' = -F(M) vài là trung điểm của MM'. 
ä) Tìm quỹ tích của 7 khi 1 thay đổi. 
b) Chứng minh rằng F lã phép đối xứng trục. 
Cho đường tròn (Ớ; R) và một điểm A cố: định, : một điểm M thay đổi trên ˆ 
đường tròn: Tìm quỹ tích các điểm X sao cho ON = ĐÃ + ÓM. 


Cho đường tròn (Ó ; R và hải điểm Ạ, P2) cố định, Một điểm M thay đổi 
trên đường tròn. Gọi là điểm đối xứng với qua A, điểm 3⁄' đối xứng 
-_ với Ñ qua B. Tìm quỹ tích các điểm M_. l là 


Cho hai đường thẳng a, b cắt nhau và không vuông, góc với nhau, điÊn Ớ' 
không nằm trên chúng. Hãy xác định điểm A nằm trên ø và điểm B nằm 
trên b sao cho tam giác OAB vuông cân tại đỉnh Ó. : 


Cho ba điểm A, Đ, C. Gọi Ð„, Ðy, Đẹ là các phép đối xứng tâm có tâm lên 
lượt là A, 8 và C. Chứng minh rằng hợp 1 thành c của ba phép đối xứng tâm , 
nối trên là một phép đối xứng tâm.. 


Cho năm điểm jý, N, P, Q.£. Hãy xác định ngũ 8 giác. ABCDE Sao cho 4, 
N,P. 6, R lần lượt là trung điểm các cạnh AB, ĐC, CD, ĐEÈ, EA của ngũ giác đó. 
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Cho đường tròn (Ó ; 8) và hai điểm A, B cổ định sao-cho đường thẳng AB 


.không cắt đường tròn. Một điểm M thay đổi trên đường tròn. 


a) Tìm quỹ “tích điểm N sáo cho.ABMN là hình bình hành. 
b) Tìm quỹ tích trọng tâm G của tam giác ABM. 


Cho đường thắng ø và điểm Œ không nằm trên z.. Với hai điểm phân biệt A, 
B thay đổi trên đ, ta lấy điểm C sao cho Ở là trọng tâm tam BUỚG ABC: Tìm 


-_quỹ tích điểm Œ. 
10. 


Cho phép vị. tự V có tâm Ó tỉ số k và phép vị tự V' có tâm Ó' tỉ số È, biết 
rằng Ó, Ó' là hai điểm phân biệt và kÈ = 1. Chứng. mninh rằng ø hợp thành. 


` 'của Ÿ và ÿ" là một phép tịnh tiến. 


11. 


Cho hình chóp s.ABC. Các điểm K,VN lân lượt là trung điểm của %4 và Ch. 


Điểm M thuộc cạnh $C sào lêïc Tm = Ỹ , 


a) Tính 1i số điện tích của bai tam giác ASCx và AKM.' 
b) Mặt phẳng qua.K và Song song với hai đường thẳng AB và %C có qua ` 


- điểm N hay không ? 
.©) Xác định thiết điện của. hình chóp khi cắt bối mp(KMÀ), 


_.đ) Chứng minh rằng đường Đệm . chia thiết diện thành hai CÓ th có 
Š: điện tích bằng nhàu.. l : 


12. 


18. 


Cho hình hộp 2BCD.AB,C.D) với 1 là trung điểm. của LCD. 


` Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng QMAAI) và '®DD¡BỊ). 


_b) Dựng đường thẳng Ä qua M cắt cả BD\ và AAi.. ˆ 


2 x5... ch max MP. 
©) b6 202 lượt là giao điểm của A với BD\ và ÁÁ:. vn: tỉỈ SỐ ——-. 


1O 


; đ). Xác định thiết diện của hình chóp khi cất bởi mp(@, A)-. 
Cho hình bình hành ABCD. Qua các đình A, B, C, D dựng các đường thẳng. ` 


4,-b, c, đ tương ứng song song với nhau và không thuộc mp(4BC)). 
Trên mỗi đường thẳng 4, b,.c, đ lần lượt-lấy các c điểm S. Bụ €ạ. Đị. Chứng 


minh rằng : 
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14. 


15. 


ˆa) Chứng minh tầng MN luôn song sorig với một mặt phẳng cố định. . 


a) Nếu các điểm Á, BỊ, Cị, Dị không đồng phẳng thì đường thẳng nối trung 
điểm của A¡C¡ và trung điểm của BÐ\ luôn đi qua một điểm cố định. 


b) Bốn điểm Ai, BỊ C\, Dị đồng phẳng khi và chỉ khi trung điểm, của AqCt - 


. trùng với trung điểm của BịD. 


c). Nếu bốn đường thắng AC, BDI, Câu, DB, ` đôi một cất nhau thì 
ABCD.A4.BIC.D) là một hình hộp. - . D 
Cho hai hình bình hành ABCD và ABEF không nằm trong một mặt phẳng. 


M là một điểm của cạnh AD, N là một điểm chuyển động trên cạnh bt Sao... 
AM _BN. z 


.AD BE" 


: b) Tìm tập hợp trung điểm:'G của đoạn thẳng MN: 


Cho hình thang. vuông ABCD có Â = Ọ= 90°, AB= 2a, CD= t4, AD= 34: ĐC c 
1 là điểm bất kì thuộc đoạn thẳng AD. : 


a) Xác định vị trí điểm M để hai đường thẳng BM và CM vhốn gốc \ với nhau. 


-. b) Gọi § là điểm thuộc đường thẳng. vuông góc với mp(ABC) kẻ từ điểm M 


16. 


'sao cho SM = AM. Xết rnặt phẳng (P).đi qua điểm và vuông góc với SA. . 


Thiết điện của hình. chớp S.ABCD cắt bởi Œ) là hình gì ? Tính điện tích 
thiết diện thu được theo a và x, ở đây x= AM (0<x<34a).' . 


Cho hai đường thắng À và A' chéo nhau và vuông góc với nhau. {P) là mặt. 
phẳng chứa đường thẳng. A'và uống g góc với A, gọi 7 là giao điểm của (P) 
và A. Lấy điểm A cố định thuộc A (A z)). Hai điểm 8, C thay đổi trên A'` 
sao cho mp(, A) vuông góc với mp(C, A}. Gọi AA, BB,, CC' là các đường 


cao của tarn giác ABC. Chứng minh Tầng: n 


17. 


a) AB? +:AC” — BC” không đổi. 
b) AIB.AC không đổi và trực tâm của tam giác ABC là điểm cố định. 
€) Các điểm P', C' thuộc một đường tròn cố định. 


Cho hình chữ nhật ABCD có AB = a, BC = b. Xết hai tia At, C£ cùng chiêu 
và cùng vuông sóc với mp(4BC). Lấy điểm M. tHuộc: A/, N thuộc C7. 


-QMA, N#C). Đặt AM = m, CN =n. : 
: 3) Tính gốc giữa các mặt phẳng (2). và (N8) với Tnặt phẳng (ABCD). 
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-18. 


b) Tính góc giữa hai:mặt phẳng (MBD) và (NBD). Tìm hệ thức liện hệ lệ hệ 
4,b,m, n đễ hai mặt phẳng đó vuông góc. 

c) Khia=b và mp(MBD) vuông gốc với mp(NBD), hãy tính đường cao ÓÏ 
của tam giác MÔN (trong đó Ô là giao điểm của AC và BD}, từ đó Suy ra 
hai mặt phẳng (BMN) và (DMN) vuông góc với nhau. ˆ : 

Trong mặt phẳng (P) cho đường trồn tâm Ớ, "bán, kính £. Điểm A cố định, 
thuộc đường n tròn, đường kính BC quay: quanh Ó, (ĐC. không trùng với 


l OA). Đặt AB = ơ. Điểm S nằm trong ve Ỏ gian. sao cho SA vuông sóc 
` với (P) và Š$A = 2R. 


4) Chứng mỉnh rằng chân đường cao SH của tam giác: SBC' thuộc một 


đường tròn cố định. 


_„ 19, 


b) Xác định ø để điện. tích tam giác SBC đại giá tr lứa nhất, hãy tính giá trị đó. 


Cho hình lăng trụ tam. giác: đều ABC.A'P' lộ cạnh với bằng, a. Lấy điểm LG 


thuộc B, điểm €) thuộc CC. Đặt BB\ = x, CC = 


a) Tam giác ABICi có thể vuông ở A được không ? .Tìm hệ thức liên hệ 
giữa a, x, y để ABC; 1 à tam giác vuông tại Bị.. : 


b) Giả sử ABIC ¡ là tam giác thường và ñ¡ là trưng điểm của BP', y= 2x và 


ø là góc giữa mp(ABC) và mp(AB¡€)). Hãy tính điện tích tam giác Khệt 


' và độ đài cạnh bên của hình lãng trụ đã cho,. 


— B.ĐÁP ÁN 
(h.228) - .. 
a) Nếu Ø,„ biến điểm Ä⁄ thành điểm N thì 7; 
biến điểm N thành điểm M' tức là NMÌ =ữ. 
Vì vectơ 1 có giá vuông sóc với a nên ba. 
điểm M, N và M' cùng nằm. trên đường 


thẳng ?z vuông góc với ø. Gọi J làtrung. 
điểm của MN thì 7 nằm trên Z Và ta có : 


tJÏ = MỸ — Xi lt MÀ): 


sa gi 


im 


Hình 228 
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Nhự vậy 7 là ảnh của Ƒ qua _ tình tiến theo Như „suy ra quỹ tích ï 


| 


l đường thẳng đ ảnh của a qua phép tịnh tiến đó. 


b) Từ câu 8), ta suy ra #' là trung trực của đoạn thẳng MM'. Suy ra Fl ` 
phép đối xứng trục với trục là đường thẳng Z'. 
2. (h.229). 
_-a) Nếu Ð biến điểm X⁄ thành điểm ÁN : 
thì Ø biến điểm N thành điểm M⁄. Gọi 
Ở là trung điểm 1N thì 7 nằm trên đ và 
O7 là phân giác của sóc MỌN. 


Ta có 


› 


(07.2 )= (0, 8): (0w: 5) | 


"` Hình 220.” 


......x 
-JoNE)cÿ. 


Như vậy nếu gọi Ở là phếp quay tâm ÓØ góc quay Š thì Q biến đường 

thẳng Ó7 (tức là đường thẳng 2) thành đường thẳng O1. Vậy quỹ tu của 7 

là đường thẳng. ứ', ánh của z qua phép quật Ợ. ' Ộ 

.b) Từ câu 3) ta suy ra:Z' là trung trực của đoạn thẳng MM.. Suy 1a là - 
phép đối xứng t trục Với trục là đường thẳng Z đ. 

3. Từ. ỒN = : OÁ + OM suy fa MN = ÔN ~ -OM = ÓÄ. Gọi 7 là là phép tịnh tiến 


theo vectơ' OÃ t7 biến 1í thành N. Vậy quỹ tích:các điểm Nhà ảnh của 
đường tròn (C ; R).qua phép tịnh tiến T, đó là đường tròn tâm A bán. 
kính.E. 


4. Hướng dẫn: Chứng mình MM" = 2AB: Quỹ tích các điểm M' là đường tròn ˆ 
ảnh của đường trồn (Ø; R) qua phép tịnh tiến thẻo vectơ ` 2AB. 
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: (04.08) = 


phép đối xứng Đụ, Ð; và Đẹ. Gọi M]ầ 


- Mạ =ĐÐg(MỊ), M'= Đẹ(M;), có nghĩa . - 


(230) Giả sử đã-xác định được bai 


điểm A, B theo yêu cầu của bài toái. 


Vìỉ AOB= 909. nên gốc lượng giác 


Xét trường hợp (o4.o8) = - 
Gọi Q là phép quay tâm:Ø với góc quay. 


5 và Z' là ảnh của đường thắng zqua ` ` Đc Hình 230 


phép Q. Vì @ biến điểm A thành điểm B nên B cũng nằm trên đường thẳng đ, 
nói cách khác là giao điểm của đ' và b. 
Vậy ta có cách xác định điểm 8 như sảu : Xác định đường thẳng ‹ z'là ảnh 


của đường thẳng a qua phép quay Ó rồi lấy giao điểm Ö của ø' và b. (Chú ý 
rằng Z' vuông góc với z còn ö không vuông góc với ø nên z' và b cắt nhau), 


._ Để xác định điểm A ta vẽ đường thẳng ẹ đi qua Ó và vuông góc với @B 
thì c sẽ cắt Lá tải A. xây OAB là tam giác yên cân cần tìm. 


Đối với. trường hợp |ó4, OBÌ Thai tà cũng Íầm tương bự và được tan. 


giác vuông cân ' OA'`với A' nằm trên avà nằm trên. bộ 


Z 


Bài toán có hai nghiệm hình. : sử 
(231) Gọi +l phép hợp thành của bà 


điểm bất kì sao cho: M = ĐẠ(M),. 


là các điểm A, B, C lần lượt là trung điểm _ 
các đoạn thẳng MM,, MỊM;, M;M". 


Từ đó-nếu tả gọi 'D là trung điểm của _ Hình 231 

đoạn thẳng MM' thì C = BẢ, tức D ` \ 
là điểm xác định không phụ thuộc vào M⁄. Theo định nghĩa của phép hợp 
thành.Ƒ thì # biến điểm #⁄ thành điểm A⁄- Mì Dlh trung điểm. của MẠM. 
nên Ƒ là phép đối xứng tâm với tâm là D. 
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- quá W, Ð' là điểm đối xứng của-C' 


: xứng tâm ta CỐ:' 


ˆ (232) Giả sử đã xáo định được ngũ 
- giác ABCDE thỏa mãn yêu cầu của 


bài toán. Lấy một điểm A' bất kì, và . ˆ 
xác định các điểm B, CD, E, A” 
như sau : Ö' là điểm đối xứng của A' _ 
qua Ä⁄,.C' là điểm đối xứng của P'- : 


qua P; 'E' là điểm đối xứng của D'' : 
qua (@, và:A" là điểm đối: xứng của 
E quaR. 


Theỏ các tính chất của _ đối : Hình 232 - 


AAÌ.= —BB' = CC”: 


=-ÐP'= BE) = AA”. 


Suy ra. AÄ'= -AAT, đo đó ẠA là, Đid điểm của đoạn thẳng AAn, 


Từ đó suy ra cách dựng: Lấy. điểm A' tuỳ ý rôi dựng các điểm B,C,D.,E, : 
A" như trên. Dựng A là trung điểm của đoạn. thẳng AA". Có điểm Atadễ .ˆ 
dàng dựng được các điểm b,C, p và E. l 


a) Vì tứ giác ABMN là hình bình hành nên MÀ =.B4...Vậy phép tịnh tiến 
theo veciơ: BA - biến điểm M thành điểm N. -Suy Ta NUý tích các điểm N là. : 
ảnh của đường tròn (O; ® đa phép tịnh tiến đó. : 


b) Gọi 7 là ĐEnE điểm AB Si 16 = Si : Vậy p phép vị tự - 


¡¡ biến điểm 
HẠ] c. vợ, 


M thành điểm G. Từ đó suy Tả quỹ tích các điểm G1 đường tròn ảnh của 


đường tròn (@‡ ®).qua phép vị tự nói trên.. 


Hướng dẫn. Gọi M là ,trung điểm AB thì phép vị tự Ÿ tâm G tỈsố -2 biến 
3 thành C. Vì M đi KG trên Z nên. .quỹ tích của Œ- G ảnh của 2 qua 
phép vị tự V: 
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10. (h.233) Lấy điểm M tuỳ ý và giá sử V biến điểm M thành điểm NvàV" 
biến điểm N thành điểm MM'. : 


Khi đó ta có : : 3 : 
.'“ON =kOM` và O'MÌsk'O'N 
Suy Ta (với chú ý rằng kÈ' = 1) 

ÓØ' = OM + MM` + M'O' 


= LỒN + MM'~k'@'N "nàn ẽ 
= MM + +(ÖN + NÓ) = MMÌ + +00) Hình 233. 
Như vậy, ta có ' MM"'= (- k)0G'. : : @). 


Vì phép hợp thành của W và V' biến Ä⁄/ thành Ä' nên từ (* ì †a suy ra Điệp 
hợp thành đó là phép tịnh tiến theo Yectơ q- -k)00!. 
11. (h.234)' 


a) Từ C và 4 ta lần lượt kề các đường CH. MH cùng vuông gốc với $4 
lÑ w cùng thuộc lên : 


`"... 25ÁCH CH s2 SỐ 
.hnc . l : 
-b) Gọi : ¬. 
l (P) là mặt Xiệt qua K, song song với AB và $C; 
--(Ø) là mặt phẳng qua AB và. Song Song với: Số: 


@® là: mặt phẳng qua ŠC và song song với AB. 


Hình234 -.B. 
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Khi đó ba mặt phẳng (P?), (Ó), (R) đôi một song song. 


: Vậy. S#y= = Sim) tức là đường thẳng KN: 
. chia thiết điện thành: bai ' phân € có diện 


12. 


- của AM với ByÐ;. Dễ thấy !ï¡ chính là 


a) Gọi ï là giao điểm của AM và BD, Mì 


Gọi N =BC ^Œ). Theo định lí Ta-lét, ta CỔ 


CN _ —ÑK- "SN 


4o đỗ N' là rung điểm của ĐC, tức N' = N. 


Vậy rnpŒP) qua điểm ụ. 


c) Kéo dài MK cất AC tại ï ; nối IN cắt BA tại J. - Vậy, tứ giác MNJK là 
thiết điện cần tầm. - “ 


đ) Gọi Ó là giao điểm. của KN và MỹJ thì Ó là giao điểm của mp(P)Y với JM.. - 
Ba mặt phẳng song song (R), (P), (@) lân lượt cất SÄ và M7 tại các điểm La 
K,A và M, O, J. Theo định lí Ta-lét, ta : ' 
có O là trung điểm của M7 (do Kì. 
trung điểm của S4). Tờ đó, dễ thấy _. 


__ Šgow = -ŠKO7; ) SNMO =ỐNGJ- 


tích bằng nhau. 
(h.235). 


là trung điểm của CD), 7¡ là giao điểm 


ˆ_ giao tuyến của hai mặt phẳng (MAA)) và - €- Hình 235 


(BDD:B))... 
b) Giả sử đường thẳng A cần tìm cắt BD) và AÁi lần lượt tại P và @. Khi „ 
đó P chính là giao điểm của BD với mp(MAA¡). Vậy P là giao điểm của 
BDyvà Ị 1. Từ đồ, sỹ Ta cách dựng đường thẳng A như sau: ` ˆ 


— Lấy giao điểm ? của BDỊ- vàih. 


ˆ— Vẽ đường thẳng Ä/P. 


Khi đó, đường thẳng MP chính là đường thẳng A cần tìm. 
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` sỉ n ln 


cTlacổóó - DW/JABR—> 2= Ce= 


“MP — MĨ _1_— MP _ 1. 
ShàP HẬU, 2 côn PO, EuA- 


. tuy ra ——“¬—= .= 


®) Nối Bvới Q cất AiBit tại E. Từ E kể EF Ú B.M; cắt ArDy tại Ƒ. Gọi 7 là 


ˆ giao điểm của EF với NÓ LAI, Nối 7 với MẸ cất DD¡rtại K. 


; Vậy thiết điện là ngữ ï giác BEFKM.- 


13. 


_mp(4BCD)- theo phương - chiếu 


ˆ hình chiếu là trung điểm Ó của AC. —- j 
. Tương, tự, trung điểm J của BỊD\ có... 


_Do đó, ba điểm ï, J, O phải nằm _.- 


a) (h.236 


Xét phếp chiếu. Song song. _lêô 


tựa. Khi đồ A 1C cố hình chiếu là. 
AC niên trùng điểm I của ;ÂvGi có 


hình chiếu là trung điểm Ø của BD. 


trên một đường thẳng A. Đường , - ` th 24 
thẳng A này đi qua điểm cố định ¬. n. rê 


b) * Nếu Ai, ĐI, C¡, Dị đồng phẳng thì AiBi / cm; vì chúng là giao 


tuyến: của TH I CĐ) với hai mặt phẳng Song song - VIPPpAhi 


(DC€,Ð)).. 
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Tương tự, ta cố AtD ỹ B tếị Vậy: tứ giác 'AjBiCUD¡ là một hình bình 
hành. Do đó trung điểm † của AiC) trùng với trùng” điểm J của BịĐ:. 


* Ngược lại, nếu ? trùng với / thì các điểm At, Bì, C¡, Dị cùng nằm trên 


rnặt phẳng xác định bởi hai đường thẳng cắt nhau A¡C; và Bị. 


14. 
_a) Kẻ MO // AB (Q e BC), kể 


ta CD; // CD. Mặt khác DD) JJ CC). 


giác MONR là hình bình hành 


_cố định (CDFE). 


c)(h.237)- 


Giả th, cất BDịt tại K. Khi đó, ta có 
mp(AC, BDJ)= mp(ABC LÐì)-. 


Mặt phẳng này cắt hai mặt phẳng song 
song (ABB¡Ai), (DCC¡D)) theo bai -- 


giao tuyến song song AB và C;Ð¡, suy 


Vậy tứ giác CDDC: là hình bình hành. ` 
Do đó 


CD= -CiD.=CiDi= "đó - Hình287. 


Như vậy ABC+Ð) là hình bình hành và K là Hưng điểm của AC) và BDỊ.- 


Tương tự, nếu ZD; cất CÁ; tại ' thì BCD¡A; là hình bình hành và Ä' là 


. trung. điểm của bạt: và CÁ: nên K' =K. 


- Tương tự, ta cũng suy ra K là trung điểm của v B1D, các mặt ABBIÁI, 


BCC)ð) đều là hình bình hành và từ đó Ái CD: cũng là hình bình hành. 
Vậy ABCD.AB\ CD) là hình hộp, 


(Œh.238)-. 


NR/J AB (R e AF). Dễ thấy tứ ` 


có các cạnh lần lượt song song 
với ÁB và EŒ. Từ đó suy ra MỸ 
luôn 'song song với mặt phẳng 


b) Gọi S, 7, Y lần lượt là trung 


điểm của AB, EF, CD ;.I-K lần Hồnh 238. 

lượt là trung điểm của NR và “ˆ 

ØM. Khi đó, dễ thấy.G là trung điểm của 1K và 1 K lần lượt. là giao điểm 
của các cặp đường thẳng. NR và ST, MQ và SY: 
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' 15. 


Gọi. là trung điểm của TY, thì rõ ràng S, G, H thẳng bàng và SH là đường 
trưng tuyến của tam iác cố định STY. Vậy tập dt các điểm G là đường 
trung tuyến SH của tam giác TT. 


Hướng dẫn phần đảo. Lấy rnột điểm G bất kì trên đoạn thẳng SH, qua GŒ kề 

đường thẳng 1K TY ( e ST, K e SY). Qua 7 và K lần Tượt kẻ-các đường 

thẳng:NR và MỘ cùng Sơng sọng VỐI AB ỆN ceEB,Re<AF, M 4D, Qe< BC). - 
AM _ BN ` 


l Sâu đồ chứng DI Glà trung điểm. của LMÁN và —— 


AD - -BE` 
Œ. 239) : 


- a) Đặt AM = x thì DM.= 3a — +. Dễ thấy BC = =aj0. 


“Hai đường thẳng BM và CM 
ˆ vuông góc với nhau khi và chỉ khi 


_8C?= MP? + MC? - 


-,© 104? =2x2 +1422~6ax ˆ 


MP?” =4a? +x” 


MC?=a2+(a~ x). 


và ._©3?—3ãx + 2a? =0 VêP Phi " "Hình 239 


>x=a, x= 24. 

Vậy có hai \ Vị trí của điểm lửì để MB và MC vuông góc với nhY 
b)Vì SM L (ABCD), AB L MA nên AB c- SA (định lí ba đường vuông góc). 
Mặt khác (?).L 5A nên (P) //4P. 
Do 1A = MS, (P) đi qua M và (P) N: %4 nên (P) cắt „ ` trung điểm Á; ` 
của SA. Từ đồ (P) cắt (S4B) theo giao tuyến AB với AB l AB ; (P) cất 
(ABCĐD) theo giao: tuyến MÀ song song với AB. Như vậy, thiết điện của 


“hình chớp: S.ABCD khi cất bởi mp(P) là hình thang vuông MA tB¡À (tứ g giác 


1⁄AIBIN là hình thang vuông vì M // A:B¡, ngoài ra AB + (SAD) nên 


AtB ~ G47), tức là AB + Mi: 


232:.. 


16.: 


ỉ 

THẬN: = 2(Aði +MN).A_M 
SẼ, 
Gọi 7 là giao điểm của AD và BC thì IA = 6a. mu có 


,MN _IM _.MN _6a—x 
AB IA 2a. 6a .. 


AiBi= SÁB = =4, AM = 54= =“ 


=> MN= 


M 1(_ 6a—-# x2 _ 
Vậy Si Tã .= )*## 
Kẻ 12(9a —x)x 


¬ <a .. 
T2. `, 3i g0) vui 


«ứ. 240) 


l Ta có AI L (/..0) nến BIC hoặc 180?~ BIC là góc giữa mp(B, A) và mp(C, A): 


Theo giả thiết mp(; Ả) nã mp(C, :A) nên BIC = =9: Như vậy: tứ điện 1ABC 


_có lA, IB, ïC đôi một Vuông góc. 


” a) Ta có - 


AB + AC? ~ BC” = Al2 +1B2 + AÊ + IC2 — BC? “2A2. .- 


Điểu này khẳng định AB? +Ac?~ sp? không đổi. 


- bị}: Dễ thấy 1A' là đường cao của tam giác 


1C .đôi-một vuông góc nên trực tâm của. 


. giác ABC là điểm cố định. 


vuông BC. Vậy 

A'B-AIC = ÍA2. Vì TÁC L AI Tiên IA' là cố 
định, do đó A'B.A'C không đổi. 

Vì JABC là tứ điện có các cạnh 1A, 1B, 


tam giác ABC là hình chiếu H của điểm ï Ti ng 


trên mặt phẳng (4C) (trùng với mặt 
phẳng (4, A)). Vậy trực tầm # của tam ⁄& 


Hình 240 
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17. 


: _ vuông góc). 


-€) Ta có E, C' thuộc TREÙA. An, 


AB” = ACH = 909. 
Vậy BE, C thuộc đường trồn đường kính AH trong Sài NỘC A3. Đường tròn 
này cố định. 
(Œ.241) 


a) Kẻ AM + BD. Do MA 1 (ABC) lo 
“nên ⁄W L BD (định lí ba đường 


Ta có MAH là tam giác vuông tạ A. - 
nên MHA là góc giữa mp(MBD) x VỚI... 
mp(ABCD). Đặt MHA = Zthì.. 


tanœ = ——_-, MA = m, 
_.AN “6 
ll — 
Aa? +”. ... | TT 
 Ma+bP `¬......... 
Km †an2= ——————: l 2 W , 


K2 : 
- Vậy sa giữa mặt phẳng (MBD)\ và mặt phẳng (ABCD)h là ữ rà. 


: _ ma +. 


Tương tự, ta có ÑRC là góc giữa mp(NBD) với mp(ABCD) và đặt - 


ÑKẺ = 8 HH) tố : 
#a? + LAI TIÊN. Ề 
ab V2 lu VN l 
Vi gốc giữa mặt phẳng (NBD) và. à mặt phẳng A5CĐ) là HÀ 
'wa? + „ : ....c 


LÊ 


tanđ= 


Go SE 


bị Kẻ #zx song song. với KN, do AH / ÄC và At, Cứ nằm về một phía 
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của (ABCD) nên MHx hoặc 180~ MHx là góc giữa hai mặt phẳng (MBD)` 
' và `0NBD), 


: OMN m Su 


Ta có OJ = 2SvoN - 


Ệ = {| =ứn +n)a x-} SẼ ‡ Su). 


Đặt ZHx = y thì z= 180°~ (z+ Ø) 


' ` .. -tanø + tan 
tán7= — tan(2 + đ) = TT Tan 
- da? vá” + bˆ”ữn + n)ab` 


_ ` mm(a2 +??)— mm(42 + b2) ~ a2b2 


_ Vậy góc giữa hai mặt phẳng (MBD) và (NBD) là ø mà 


A4? + b?ứn + n)ab - 


: -_ ae? + “ - 2ˆø2|| : 


tang = 


Từ đó, suy ra mặt phẳng (MBD) và mặt phẳng (NBD) vuông DANH khi. và chỉ 


2202. 
khi (47 +”) — _i =0 bạy, mm = ” thể 

ng: a7. 
: Si Khi a= b thì He :K= Ởvà mp(MBD) .L mp(NBD) tức là. mơ ` 


Gọi-OI là đường cao của tam giác vuông 


TMN.. 


2Sượy = 2| SAcww — (Sao + %wo)} 


DIEEEO PIN) | 
_.. .. .... Hình 20. Tà 
Từ đó m„. 


Vậy BỊD là tam giác vuông tại J. Tin 
Mặt khác BD Ă+L (MÁCN) nên BD | MA ; kết hợp VỚI GØf: MN ta có MN L (ID). : 
Vì BID =909 ' nên hai mặt phẳng (BMN) và (DMN) vuông góc với nhạu. - 


S05 ý 


_48. (h.243) 
a) Vì '§A L(P)\ và SH 1L BC 
mên AHWH L BC (định lí ba 

"đường vuông góc) hày 
AHO=90°. Như vậy HH. 
thuộc đường tròn đường kính 
AO trong mp(P). Đường tròn 
này cố định. 


b) Sgc '= 3BC.SH = _ RSH.. _: _' Hình 243 


Do đó ŠSs„c lớn nhất khi và chỉ khi Š⁄7 lớn nhất. Điều này xảy ra khi và à chỉ 
khi AH lớn nhất, tức là H và Ó trùng nhau, khi đồ #= 45. 


Khi z= 45° Sạc cE Vi - RẺJ5. 


_19. (h.244) _. 
a) ® Tam giác ABC ` vuông ở A khi và. „' .c 
chỉ khi. : 

_ B,c? = AB +A€‡ 
` Mặt khác ` : 
_RCỆ =d? tử y 
_ ABỆ =” +1 
AC? `. +ời. 


Dó đó Tam giác ABC) vuông ở A khi và chỉ khi 


z? +œ-y =2z2 +z +y? 


<> .2xy=— 


Điều này không xây ra. Vậy tam giác AB.Ci không thể vuông tại A được, 


Hình 244 


e Tam giác ABC; vuông tại Bị khi và chỉ khi 
= AB? +:BCC © 42 + y2 = d2 + x2 +2 +(x— y? 
©2xy= 217 + á?. Và 
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Đó là hệ thức liên hệ giữa ø, x, y để tam giác ABiC¡ vuông tại Bị. 

Đ) Khi B; là trung điểm của BB, y=2z thì C¡ trùng với 1C. 

Gọi J = BC ¬ BỊC' thì AI= (48, Œ }i ¬ (ABC). 

Vì BỊ,B= = 2PB' riên .BÏ= BŒ,; từ đó ta có IAC là tam giác vuông tại 4, tức, 


là AC.-L á: 
Mặt khác, CŒ + (ABC) nên AC' L AI (định lí ba đường vuông góc). 


-Như Vậy. CÁC là góc giữa EIBV0E) C)và Eb(ADCD, 
Theo giả thiết thì CÁC =ø. : : 


- Từ đó. SABC = SAp,C, COSđ 
= % Sơ : _ SapC ?, 
tức là lnc - GOSđ... 
: v táo, a3 
TM NN s (,.EANHI dang 
_ 'Ta cũng có. -CC'= ACtanz= đtand. lào 


Vậy độ dài cạnh bên của hình (ẩn) trụ đã cho là atanơ. 
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